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DRITTES BUCH. 


DIE FUNKTION a(n) UND DIE VERTEILUNG 
DER QUADRATFREIEN ZAHLEN. 


Landau, Verteilung der Primzahlen. I. 37 
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Neunter Teil. 
Historische Einleitung zum dritten Buch. 


Achtunddreifigstes Kapitel. 


Historische Einleitung zum dritten Buch. 


§ 150. 
Historische Hinleitung zum dritten Buch. 
Definition: Hine quadratfreie Zahl ist eine positive ganze 


Zahl, welche durch kein von 1 verschiedenes Quadrat, d. h. 
durch kein Primzahlquadrat teilbar ist: 


CIES att PaaS MOP aC 
Definition: Es bezeichnet w(m) folgende zahlentheoretische 
Funktion: 
wd) =1, 
u(n) = 0 fiir nicht quadratfreie n, 
u(n) =(—1)¢ fiir ein quadratfreies n, welches 


aus @ verschiedenen Primfaktoren besteht. 


Es ist also 
u(1) = 1, 
u(2) mrt, 
Oe = 
u(4) =9, 
u(5) goat 1, 
u(6) =I, 
ee 1, 
Hex 
u(9) =9, 
w(10) = 1 
usw. 


37* 
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Euler” vermutete 1748 mit heuristischem Beweis, daB die Reihe 


[o°) 

ee 1-4-4 Peas 
” a eS 4 Oye 

n=1 


konvergiert und = 0 ist. 
Modbius® vermutete 1832, dab 


S u(n) log n. 
n 
n=1 


konvergiert und = — 1 ist, gleichfalls mit heuristischer Begriindung. 
Herr Gram®) bewies 1884, dal 


Sr = 00) 
eM 
ist. 


Erst 1897, unter Benutzung der Hadamardschen Satze iiber die 
Produktzerlegung von 
(s - 1) E(s), 


konnte Herr von Mangoldt® die Hulersche Behauptung beweisen, dab 


an 


a m9) 
we : 
gesetzt, daB 


(1) g(a) = o(1) 


ist; gleichzeitig bewies er, wenn 


Su) = Me) 


ist, d. h, 


gesetzt wird, dak 
(2) M(a) = 0(«) 


ist. 





1) 2, 8, 229. 

2) la, S. 122; 1b, S. 611. 
3) 1, 8. 197—198. 

4) 43 5. 
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1899 bewies ich” die Hulersche Vermutung (1), sowie die Re- 
lation (2) auf Grund des Primzahlsatzes durch daran anschlieBende 
elementare Schliisse, ohne nochmals die Theorie der Zetafunktion zur 
Anwendung zu bringen. 

Gleichzeitig erschien 1899 Herrn de la Vallée Poussins bahn- 
brechende Arbeit*®), die den Primzahlsatz zu 


(3) ‘n(a) = Li(a) + O(we *V*) 


verscharfte; damit konnte Herr de la Vallée Poussin, wie er im 
Schlu8kapitel®) ausfiihrte, statt (1) sogar 


1 
g(a) a Oe) 
beweisen. 


_ Aus (3) schloB ich* noch 1899 durch eine Kette elementarer 
Uberlegungen weiter, daB 





oo 


eee aay | 
n 


n=1 


ist, d. h. ich bewies die Mébiussche Behauptung. LEbenso -schloB 
ich® im Jahre 1901 aus (8) unter 4uBerster Ausnutzung meiner ele- 
mentaren SchlufBkette weiter, daB 


g(z) = 0 (ea) 


und sogar fiir ei gewisses konstantes c 


1 
g(2) = of viet) 


log xe 








ist; gleichzeitig bewies ich, daB 
M(2) = a 





# 
cVloglog x 
log xe 


2 fie 
f(2) -> — 
n=1 


ist, und, wenn 


1) 1. 


3) S..683—67. 
4) a. 
5) 6. 
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gesetzt wird, dali yams 
f(a) i = ole Viren) 

ist. 

Ich? muBte 1903 den iiblichen Weg der Behandlung der Prim- 


zahlprobleme verlassen und ab ovo meine Methoden anwenden, um 


endlich — mit gleicher Annaherung wie bei jenen Problemen — be- 
weisen zu kénnen, daB fiir jedes ¢ 

1 
(4) g(a") = Ola 

1 

(5) ROD es” ee ’ 

x 
(6) M(a) = O eo 
ist. Ich bewies namlich 
G M(z) = Olee¥*), 


woraus (6) unmittelbar, (4) und (5) leicht folgen. In (7) hitte ich 
damals 12 durch jede Zahl > 10 ersetzen, aber nicht weiter verkleimern 
k6nnen. 

Erst 1908 bewies ich”, daB bei passend gewahltem konstanten w 


M(x) = 0 bee yee 


ist, was fiir g(x) und f(z) die entsprechende verbesserte Restabschatzung 
liefert, also insbesondere 


g(0) = ole MW") 


/ 


und . 
rd ee 
fig => 14 Ole 

fiir alle y > 2. 


Parallel zu diesen Higenschaften von u() konnten die — mehr 
oder weniger von den betreffenden Autoren besonders hervorgehobenen — 
Higenschaften der Funktion 4(n) bewiesen werden, welche folgender- 
mafen definiert ist: 


AA) 1, 
a(n) =(—1)® fiir ein aus @ Primfaktoren (mehrfache mehr- 
fach gezihlt) zusammengesetztes : 


1) 14. 
2) 84, S. 250—252. 
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a(t) = 1, 
els, 
a(3) =—1, 
a(4) =1, 
4(6) =—1, 

- a(6) =1, 
Mi == 1, 
4(8) =—1, 
a(9) =1, 
4(10) = 1 


usw. 
Insbesondere hatte schon Euler” heuristisch begriindet, da8 
n 
n=1 
ist. ; 

Im folgenden werde ich erst die Siitze tiber w(m) beweisen und 
daraus durch eine gewisse Transformation die betreffenden Higen- 
schaften von A(m) rasch entwickeln. 

Insbesondere ist die summatorische Funktion 


Lars SA0n) 


=0 (wen pice?) ‘ 


Bereits die erste, zuerst von Herrn von Mangoldt bewiesene, nicht 
triviale Abschatzung 
L(x) = 0(a) 


besagt ein wichtiges zahlentheoretisches Gesetz: 

Es gibt bis 2 asymptotisch ebensoviele Zahlen, welche 
aus einer geraden Anzahl von Primfaktoren zusammengesetzt 
sind, als solche, die aus einer ungeraden Anzahl von Prim- 
zahlen bestehen. 

Der entsprechende, zuerst von Herrn von Mangoldt bewiesene 
Satz iiber M(z) 


Chee. M(x) = 0(a) 


1) 1, S. 186. 
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bedeutet, wenn man hinzunimmt (was spiiter) bewiesen werden wird), _ 
daB die Anzahl der quadratfreien Zahlen bis x 


Q(x) = =m + o(2), 


also 


Q@) 


lim 


reo 


vorhanden und > 0 ist: 

Unter den quadratfreien Zahlen bis w« gibt es asym- 
ptotisch ebensoviele, die aus einer geraden, als solche, die 
aus einer ungeraden Anzahl von Primfaktoren zusammen- 
gesetzt sind. 

Der Satz (2) lABt auch eine geometrische Interpretation zu, durch 
die natiirlich sein Beweis um nichts geférdert wird. Bekanntlich hat 
die Samme der primitiven mten Hinheitswurzeln genau den Wert, den 
wir oben mit w(m) bezeichnet haben. Das beweist man, wenn jene 
Summe vorlaufig mit m() bezeichnet wird, so: 


1. Es ist 
m(1) = 1. 


2. Fiir n =p (Primzahl) ist die Gleichung, der die primitiven 
nten Hinheitswurzeln gentigen, 





oe? —1 
ean ee get gh Fa ee 
=. 
also die Wurzelsumme 
m(p) = — 1. 
3. Fiir n = p’(v > 2) ist jene Gleichung 
a” —1 v—1 v—1 
= oe gph (p-) 4. t 
egied on a ts 
— 
also, da das Glied mit #?”~*(?-)-1 fehit, 
m(p”) = 0. 
4. Fiir 
(7, %) = 1 


ist 
TH (7; 2%) = M(M,) Mt (I29)3 


1) In § 152. 
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denn bekanntlich entstehen die p(n, n_) = 9 (m,) p(n.) primitiven n,n, ten 
Kinheitswurzeln durch Multiplikation einer der g(n,) primitiven n,ten 
mit einer der y(n.) primitiven », ten. 
Daher ist allgemein, wenn die Zerlegung von » in Primzahl- 
potenzen “ . 
n =p, wee p,° 


lautet, 
m (n) = m(p;t) -+-m(p'e), ; 
also, falls auch nur ein v > 2 ist, 
m(n) = 0 
und, falls alle vy = 1 sind, 
m(n) =(—1)°. 
Folglich ist immer 
m(n) = w(n). 


Daher ist fiir «> 1 : 
M(2) = Su) 
n=1 


die Summe aller primitiven Einheitswurzeln lten, 2ten, ---, [a]ten 
Grades, d. h. die Summe aller Zahlen, welche Hinheitswurzel vom Grade 
<~z sind, jede solche (wenn sie Hinheitswurzel verschiedener Grade 
ist) nur einmal gerechnet. M(x) ist also die Summe der komplexen 
Zahlenwerte der Eckpunkte des in den Hinheitskreis einbeschriebenen 
reguliéren 1-Ecks, 2-Hcks, 3-Hcks, ---, [w]-Ecks, wo jedes dieser Poly- 
gone vom Punkte 1 aus einbeschrieben ist, und wo jeder geometrische 
Punkt nur einmal zahlt. Der Schwerpunkt dieses Punktsystems ist 
also, da es p(m) primitive mte Hinheitswurzeln gibt, wenn 


= (n) = D(z) 
gesetzt wird, 
M (x) 
© (x) 





Nun beweist man leicht 
3 
D(x) Be ap 


wie spiter) ausgefiihrt werden wird; daher ist der Satz (2) wegen 











M (x) 

M(e) « 
biz) O(a 
ee 


1) Vgl. § 152. 
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vollig identisch mit M(x) 
lim # 7) = Ys 


x 


d. h., # ganzzahlig angenommen, mit der Tatsache: 

Konstruiert man in einem Kreise von einem festen Pe- 
ripheriepunkt aus alle regularen Polygone bis zum xz-Hck, 
so nahert sich der Schwerpunkt des entstehenden Punkt- 
systems so stark dem Mittelpunkt des Kreises, dab er sogar 
bei a-facher VergréBerung der Figur fiir #=oo in den 
Mittelpunkt riickt. 


Zebnter Teil. 


Elementare Methoden (einschlieflich der Anwendung 
reeller Dirichletscher Reihen). 


NeununddreiBigstes Kapitel. 
Identititen tiber u(n). 


§ 151. 
Fundamentaleigenschaften. 


Satz: Es ist . 
=1 ftirn=1 
1 ? 
@) S1@|—o fir n>. 


Beweise: 1. Fiir n =1 ist die Summe 
rin Feo 
Fiir n> 1 sei, in Primzahlpotenzen zerlegt, 
mes Wa “pe. 


au (d) 


Dann hat 


2¢ nicht verschwindende Glieder, welche den Divisoren 
d= pi: ; pre (B, = 0, Ls oa es B, > 0, 1) 
entsprechen. Die Summe ist also, wenn zuerst d = 1, dann die ce 
Zahlen d=p,, dann die (3) Zahlen d = p,p,, :-: berticksichtigt 
werden, 
1—e+({)---=G—1 
=i); 


576 XXXIX. Identitdéten siber w(n). 








2. Der Satz folgt aus der fiir s>1 giiltigen Identitat” 
< wn) ie 
Se? -TY0-3) 
n= Pp 


denn nach ihr ist fiir s > 1 











Sten) A 

a 

m=1 
ee () 

1 = ne : §(s) 

n=1 
oo foe} 1 

(2) aa _ ns } 
n=1 n=1 


folglich ist nach dem Hindeutigkeitssatz des § 35 
eo 


gleich dem Koeffizienten von - links, d. h. 1 fiir n = 1, sonst O 


Satz: Hs ist fiir alle z>1 


Ze) [a= 


Beweise: 1. Wird (1) iiber » =1, ---, [~] summiert, so erhilt man 


1-3 Su) 


(3) =u (d)-1 


-> wd). 


1) Deren Richtigkeit ersieht man in oftmals angewendeter Manier aus 


ies 


_ Se) 


Lae ne 
psa n=1 


n=2x2+1 


§ 152. Umkehrungsformeln. 5TT 
=D HO 4] 
a=1 
-S +f) 
n=1 


2. Aus (2) folgt die Behauptung durch Gleichsetzen der Summe der 
ersten [a] Koeffizienten auf beiden Seiten, welche eben sofort zu (3) 
fiihrt. 











§ 152. 
. Umkehrungsformeln. 


Satz: Es sei F(n) irgend eine zahlentheoretische Funk- 
tion und G(n) aus ihr durch die Gleichtng 


(1) G(n) 7 F@) 


definiert. Dane ist 


F(r) = >) «6 (4): 


d\n 
DaB8 iiberhaupt durch G(n) umgekehrt F(m) eindeutig bestimmt 
ist, ist klar, da nach (1) 


F(n) = G(n) — ZF 
d<n 


ist, was eine Rekursionsformel darstellt. 
- Beweis: Aus (1) folgt 


(i) - SFO, 
{ if 
u(d) @(3)= ae 


PTOd 


als 


) =Ze@ZFO 


=SH@FO 
“RPO RHO 


i\n 


=F (n), 
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da nach dem ersten Satz des § 151 die innere Summe 


a4) 
a|— t 


nur fiir += 1, d. h. fir 7=m den Wert 1, sonst den Wert 0 hat. 
Beispiel: Bekanntlich ist 


n= 2(@) 


g(r) => HDF 


d\n 


und wirklich 


d 
(2) Bd ? 
d\n 
was ja nichts anderes ist als der bekannte Ausdruck 


p(n) = nf [0 = + . 


p\|n 


Aus (2) folgt weiter 
® («) = 2 9(n) 


=1 d\n 
= Smu@ 
dmx 


|8 


= Sud 
=o +(3). 


also fiir « >1 nach dem zweiten Satz des § 151 


O@)=3 > e@[G] +3 


2 HOG-9) +3 
d=1 
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wo 
0<@=0(4,2)<1 
ist, folglich 


D(x) = 1 SHOE +035 +O +y 


(3) = a>" sae + O(alog 2), 


O(a) 1 Dad 





x=o 


2 
3 
at 
wie in § 150 angekiindigt wav. ee ist nach (3) wegen 


< ud) Ha w(d) 
oe SOl ys 





d=1 d=x+1 
a : u(d) ui 
= qe oe 
d=1 n=a2+1 
~$+0() 
genauer 
(4) D(x) = ee *+ O(xlog a). 


Trotzdem man in der Primzahltheorie alle elementar erhaltenen 
Abschiitzungen weit verschirfen konnte, ist tiber ®(a#) auch unter Zu- 
hilfenahme aller Werkzeuge nichts weiter zutage geférdert worden als 
diese so naheliegende Abschitzung (4). 

Satz: Es sei F(a) irgend eine fiir alle? «=1 definierte 
Funktion und G(z) alsdann durch die Gleichung 


se) 


1) Nicht nur fiir ganze eZ 1. 


580 XXXIX. Identitdten iiber w(n). 








definiert. Dann ist fir 21 
F(a) = >) u(r) G (2). 
n=1 


Beweis: Es ist fir 1 <n < wv 


Sma(2) =e) DFG) 
- SF (9) See 


= F(a). 


Wenn F(a) fiir 0<a <1 als 0 definiert ist, bleibt die gefundene 
Identitat fiir alle x > 0 richtig. 


Beispiele: 1. Es mégen y(x) und T(a) die gewohnliche Be- 


deutung haben. Aus 
re) =Die(5) 
a=1 


va) = SJe@y2 G): 


Dies ist tibrigens nichts anderes als eine Ubersetzung der Gleichung 


&"(s) cokes a. -*: 
— Fey = Fe FO) 


folgt fir 2 > 0 


co 


Weil: n=1 


2. Wenn alle Zahlen bis x nach ihrem groBten quadratischen 
Teiler g? klassifiziert werden, gibt es offenbar zu gq” genau 


o(7) 
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derartige Zahlen; denn der Quotient jeder Zahl <a durch ihren 
groBten quadratischen Teiler g? ist quadratfrei und <<”. Daher ist 
a! 


fiir z>0 Vz 
el el): 
Wenn also ie 


F(z) Fy Q(z”), 
G(a) = [2°] 


gesetzt wird, so liefert der Satz 
Q@) => oS], 
| Vi 
(6) Q(2) = Sum) [4]. 
7 
(Natiirlich kénnte auch direkt zu 


Va 
8@) = D5 (a) 


Vea 
Fe) = >) u(n) 6 (S) 


die Umkehrungsformel 


bewiesen werden.) 


Aus (5) folgt weiter Va Vi 
Q@) = Due) at OD 1-1 
n=1 n=1 


Va 
=2 2 + ay), 


pene 
also 
oo 
ae: 
n=1 
6 
= ad 


Landau, Verteilung der Primzahlen. II. 38 
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wie in § 150 angekiindigt war, und genauer 


Q(«) = ‘(So + (72) + O(V2) 


ie F 
=o aii “8 0(V2). | 


Vierzigstes Kapitel. 


iiber die Summen, welche u(n) enthalten. 


§ 153. 
Uber g(x). 


x 


Satz: Hs ist 
HO) = 01). 


Yi) 
nish 


pas 

n 

n=1 

ist entweder konvergent oder schwankt zwischen endlichen Schranken. 
Beweis: Aus der fiir «7 >1 giiltigen Identitat 


(1) eM I= 
folet ae: is t 
au = >= + Ou 


=2 Um + O(a) 
= x9(2) + 0(0) 
g(x) = O(2), 


ss g(e) = O(2) 
Ubrigens ergibt sich so ohne Miihe die Abschitzung 


x | 
ae 


D. h. die Reihe 


<1 
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Denn fiir ganzzahliges 2 >1 bewirkt die Weglassung der eckigen 
Klammern bei (1) im Gliede » =1 keinen Fehler, in den tibrigen x —1 
Gliedern je einen Fehler, der absolut < 1 ist, so daf ftir ganze x > 1 








x | 
Dems |<t+e-1 
n=1 
a 
also fiir alle x 
|g(w)| <1 
herauskommt. 
Satz: Wenn 
lim g(a) 


existiert, so ist der Grenzwert 0. Genauer: Es ist 
lim inf g(x) < 0, 
lim sup g(x) > 0. 


Beweis: Hs ist 


_ 


-> te (x) 


n\k 
u(m) 


nm 
mmsz 


x 


me 


See 
m n 

m=1 n= 

: 1 x 

2) pric 

m=1 

1. Ware fiir alle x >£& 
g(2) > 9, 

wo 0>0 ist und § >1 sei, so ware bei allen x >£& 
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= 
> 8 Di st = 
aoe m=_ +4 
~ 0 log x 
(da . 
> en OW) 


Beet 
ist), was ein Widerspruch ist. 
9. Ware fir 7 > 
g(2) ae 0, 
wo 0 >O ist und § >1 sei, so ware bei allen a >& 


B 
1 
ge — Qn ie Se m 9 9 (in) 
nS m=ztt 
> ‘SE ™m 
m=e+l 
~ 0 logz, 
was auch unmoglich ist. 
Damit ist der Satz bewiesen. 
Ubrigens folgt auch aus 
< Bn) Pork : 
ant ~ £6) (s>1), 
bs a a w(n) 
im 7 
n=1 


nach dem Stetigkeitssatz Dirichletscher Reihen, dab 


n=1 


entweder divergiert oder konvergiert und = 0 ist. 
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Die Betrachtung der Identitit (2) liefert sogar, daB 
(3) lim inf g(x) logx <0 © 
und a 
lim sup g(a) log x > 0 


ist. Denn, wire z. B. (3) nicht erftillt, so wire bei passender Wahl 
von 0 > 0 fiir «> & (wo & >3 sei) 


(i) 
g(x) > loge? 
also 





1> ae she 











eG 
om ma=+i 
(4) 
n= 
wegen 
aot 1 oe 1 41 1 
ae Saas u* logw—logu © u? (logx—logu)? 
x 
— log 
~ u* (log « — log u)* 
nimmt 


1 iH 
u logx— logu 


tae ae) ed 2 mit wachsendem u ab; daher ist 


Ls 

g 
Se 
Paes 


1 U 
-\loge a w (log « — log u) 


logw—log& 


. eed dv 





wv 











og x logx—v 





=O bes =) + log log x — log log é 
~ log log a, 
was mit ® in Widerspruch steht. 
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§ 154. 
M(x) und f(x). 


Uber M(x) folgt aus 
(1) pei ce 


merkwiirdigerweise nichts genaueres als die triviale Abschiétzung 
M(x) = O(#); 


die partielle Summation ergibt namlich fiir « > i 


M(x) - Se) 


= > n(g(n) — gm — 1) 


bea | 


= Sao — +) + 9A + Y 


Aber iiber f(x) folgt aus (1) mehr als die triviale Abschitzung 


f(a) = 0 >" 
ae O(log), 
f(z) = O (log x) 


folgendermaBen: Es ist fiir x >1 


f(a) -> ee n 
n=1 





namlich 


= Slog n (gin) — gin — 1) 

tot 

= >'9(n) (log n — log (w + 1)) + g(a) log ([z] + 1) 
V=1 


= 0 (login + 1) — logn) + O(log x) 


n=1 


= O(log 2). 
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Satz: Die Reihe 


SS u(r) log 
n 
n=1 


ist entweder divergent oder konvergent und = — 1. 
Beweis: Fiir s > 1 ist 


© 





S10) es $e 
ne &(s)’ 
n=1 
also 
Demben logm _ gs), 
, n> s £2(s) 
n=1 
Da 
G8) aa 
nts On 


ist, ist die Behauptung nach dem Stetigkeitssatz Nee ichletscher 
Eewken bewiesen. 
Satz: Hs ist 





Jim: inf —— — <0; 
lim sup — Sais 


Beweis: Aus 


— 


= 





alist 


et Da 
eigen SO 


lim (s — — = lim (s — 1g 
pore 
folgt die Behauptung nach dem zweiten Satz des § 31. 


Elfter Teil. 


Benutzung der klassischen funktionentheoretischen 
Hilfsmittel. 


Einundvierzigstes Kapitel. 


Elementare Folgerungen aus dem Primzahlsatz. 


§ 155. 
Beweis von M(x) =0(2x). 


Der Primzahlsatz gehért zu denjenigen Siatzen, welche im dritten 
Teil ohne Benutzung der modernen Siatze iiber ganze Funktionen und 
der Existenz der Nullstellen der Zetafunktion bewiesen waren. Aus 
ihm soll jetzt der ; 

Satz: 

M(x) = o(@) 
gefolgert werden. 

Beweis: Hs werde 

Sun) logn = H(x) 


n=1 
gesetzt. Dann ist fiir o > 1 wegen 


Nag VA SOREL (- F@) 





S(s) —&(s) §(8) 
. w(n)logn _ = tu (n) . A(n) 
c - Sree - Siu Sao, 
Ui n=1 n=1 
also ; 


x 


— H(2) =u) SA) 
n=1 ma=1 


= Suove(5) 


- § 155. Beweis von M(a) = 0(a). 589 








Aus 
w(x) = £ + 0(a) 

folgt nun: Bei gegebenem 0 > 0 ist fiir alle x >&—=—£(0), wo E>1 

gewahlt sei, Es 


|w(a)—a|< dz, 
d. h. fir 2 >€, nse 
rd etic 


Daher ist fiir 7 >& 








A@) |< Sum)v(2) | + (2) 


ee 
as 


< | Sr) (w (5) Sa ae =) | +[ Soe + 





Seiwpo( ah 


nap +h 





<8 2 + a|o(2)|+ 4 


< de>) +2+296) 
n=1 


~ dzlog az, 


2 


ae = 





os sup. 


Da dies fiir alle 6 > 0 gilt, ist 
(a) 
x log ax 
H(a) = o(#log 2), 
und hieraus folgt weiter fiir 2 > 2 


Mle) 14 78s H (n — 1) 


log 


lim 


xr=o 





=), 





1 F(x) 
=1 Sy H) (ign ~ ew 5) + etal to 
n=2 
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x 


=o (See) + 0(#) 


n=2 
Ses + o(a) 
n=2 


- el 
==: OD tie a 0(a) 
n=2 
(2) = 0(@). 
Ubrigens ist es nicht méglich, durch partielle Summation hieraus auf 
(3) g(#) = 01) 


weiter zu schlieBen; denn die partielle Summation liefert fiir 7 > 1 


~1 Min) — Mn —1 
g(x) -> () (nm — 1) 
n=1 
- Rp 1 M(x) 
=> MO} (5 Bea a [x]+1 
n=1 R 


~ 1 
=o > 5 tol) 
n=1 


a (log £), 











also weniger, als durch die ganz elementare Methode bekannt war. 
(3) liegt eben tiefer als (2); umgekehrt kann man aus der | 

Relation (3) (welche im niachsten Paragraphen bewiesen wird) durch 

partielle Summation zu (2) tibergehen: Aus (3) folgt fir a >1 


n= 


M (a) = Saigon — g(n — 1)) 
= a(n) — +H) + 9M] +0 


—So(1) + o(@) 
= 0(x).. 
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§ 156. 
. Beweis von g(x) = o0(1). 
Satz: Es ist 
g(a) = o(1). 
Beweis: Hs ist 
es w(n) 
7 nm 





also wegen 


Daas 
y 
an logy+ C+ o(;) 
sae = Se og + C) + ae es 


= (log + C)g(a) — fe) + OM), 
log x g(a) — f(#) = — Cg(a) + 0) 


= 0(1); 
man sieht daraus, daB die Behauptung 
g(a) = o(1) 


mit der (bequemer angreifbaren) 
f(z“) = o (log 2) 
identisch ist. 


Nun ist nach § 155, ah 





= Seat(s 
n=) 


Ich setzé 
. w(x) = a+ we(a), 
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wo also 


e@) =. 0(1) 
é(0) =0 


ist und 


definiert sei; dann wird 


— f(#) => i0(2) re Settee eel 


n= 1. 


-S24(2)+Suo("@_)). 


Nun ist nach § 153, (2) 








x 


ae 


n=1 





also 
= fd) = 1 + >" e(n) (9 (=) cae 9(43)) +l afi) 
n=1 re 
oe a +23. 
Hierin ist 


oy s> wm S8 


=e 
Nach Annahme von 60> 0 gibt es ein ganzes v= (0) >1, so daB 
fiir alle n>v eimicoe 


oy <6; 





ist; fiir alle » ist 


fiir «> vy ist also 


ae xed Sis 3 


n=r+1 





* m= +1 m= — 
om 
x v+1 
1 1 
Daodit Site 
n= neha! m3 
“y+. 


~ dO log x; 


§ 157. Die Funktion M(a). 593 








daher ist 
> = O(log x). 
Endlich ist 
esr 
2 Ras n 
n=1 
= - 1 
oe > n 
rad, 
= 0 (log), 
also 
f(a") = 0 (log x), 
g(z) = o0(1). 


- Zweiundvierzigstes Kapitel. 


Direkte Anwendung der Zetafunktion.. 





$107. 
Die Funktion M(«). 
Die fiir 6 >1 durch die Dirichletsche Reihe 


eh 
$(s) 
hat nach § 65 folgende Higenschaften: 
K(s) ist regular in dem Teil der Ebene, welcher rechts 
von der stetigen Kurve 


definierte Funktion 
K(s) = 


af 


ah areas LE fir? > 3, 
1 oe. 

Bel te fir —3<t<3, 
1 oer 


liegt, inkl. der Kurve selbst, und es ist fiir |2|>3, gala 
| K(s)| <D log® |) 
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Die Anwendung des Cauchyschen Satzes im Sinne des § 65 
gilt unveriindert mit der Hrleichterung, daf hier s=1 regular ist. 
Da die Abschitzungen des Randintegrals wortlich unverandert bleiben, 


ergibt sich aus 20.55 


: ; x 1 cot ‘ 
> #@log 5 = mf oye 
n=1 2 


—o2 


durch jene Anwendung des Cauchyschen Satzes fiir alle « > 0 


x 


v Se 
> Hn) log — = 0 (20 Vives ) 





n=1 
hieraus folgt, 
So eS 
oS c= Vlog x 
gesetzt, weiter 
e+da ; ms ps 
> 2G) log £9? — 0 (ae Vows), 
n=1 : 
Paes (14 +0) 8+e 
x 
log (1 + 8) M(a) +) u(n)log@ £9” = (xe “Voee), 
n=2+1 
( ‘Ste 
log (1 + 0) M(«) = O\eze- Vive) + O(dxlog (1 + 6)) 
= O0(07x), 


M(x) = O(6x), 


also fiir y > 8 (tibrigens ebenso fiir alle y > U+ 2, also auch fiir 


= 8 
a M (ey—= 0 (ce-Vivee) : 


insbesondere fiir jedes q 


JAN Be) (a 


log’ x 
§ 158. 
g(x) und f(x). 
Aus dem Ergebnis des vorigen Paragraphen folgt weiter, dab fiir 
jedes reelle q und jedes reelle ¢ die Reihe 


u(n) log! n 


nit te 


n=2 


$158. g(x) und f(x). 595 








konvergiert; das ergibt sich nimlich wértlich so, wie in § 121 aus 


Sx(p) = 0 (xe-Vous) 
psx 


x(p) log? p 
a pre E 
Ich wiederhole hier-den SchluB, zumal dies dritte Buch auch fiir einen 
Leser geschrieben ist, der das zweite Buch mit seinen zahlentheore- 
tischen Entwicklungen iiber die Charaktere tiberschlagen hat und nur 


die Gesetze der Verteilung der Primzahlen tiberhaupt, nicht die in der 
arithmetischen Progression, kennen lernen will. 


Aus , 
M(z) = 0 Geer atts .) 


die Konvergenz von 


folgt fiir 7 > 2 


M,(#) = u(w) logn 


n=2 


=> (Mm) — Mm — 1) logn 


n=2 


8 


(1) == Mn) (log?n — logt(n + 1)) —log?2 + M(a) logt({2] +1) 

ue “ae _ log? yar x 
=. 0s log?t?n ™ sf 0 (rogra) 

sips x 
rata oat) 

n=2 , 

x 

=O (ogra) 


also bei igo v, W, Wo wLlv>2 ist, 








“y w(n) log? n =) Ml My (n — 1) 








nit via 
1. \ =M,w—1) My (w) 
(2) -S, (n) (3 i+ —~ @4 apts) S ih oH (w aaa 


->0 a n n* =| aE O( Gers mata) a Olsen) 


was fiir v= co, w= co den Limes 0 hat. 
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Schirfer ergibt sich wegen 





M(«) = 0 ee ~Yi0e s) ; 


wo « eine beliebige positive Konstante bezeichnet, nach (1) 
U+2+e 


x U-+-2-Fé 
M,(2) = 0>)n gore oes Wee ee eer (2 logrre V8 :) 
n=2 


C4 U+2+2e_ U+2+2e— 
a4 pas es ee res yore) 








i adc im Ole U+2+2e 
- 03K ay ose Vive) 4.0 (6 vor?) 
n=Va+1 





1 U+24+2e 
wrasse Vlog x U+242¢e ) 


= 0(V'x) + nie va eee rue 
O+2+43e 
= ole Viows) 


also nach (2) die Restabschatzung 


oo i) U+2+3e U+2+3¢e 
u(n) log nN oar G > nee ee ot aoa 0 c Vor) 
































nit tt 
n=x4+1 n=x+1 
ro) U+2+4e U0+24+36e 
— log n 1 = Vlog z 
=0 ye i (. 
n log? n rie 
n=x+1 
U+2+4e oo O+2+36e 
(ard log x Vio x 
mole Wes Stee Ol Vem 
ae +0 
; n=a2+1 





U+2+4e 
~ ale 
folglich fiir alle at >U+2 
. 1 w(n) log?n log?n > u(n) log? n + ol Vio =) 
= > 7 + Ole 


Deg he tt ne + ti 
Speziell ae t= 0, q=0 gesetzt, 


See oan 


n=2 n=2 
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folglich 
g(a) = 0 (e-Ves2) 
und fir ¢=0, q=1 

f(a) =—1+ 0 (e-Voee), 


Ich hebe noch besonders hervor, daB aus der in diesem Para- 
graphen bewiesenen Konvergenz von 


auf der ganzen Geraden 6 =1 ebenda nach dem Stetigkeitssatz 
Dirichletscher Reihen die Gleichung 


Lae S u(n) 


folgt. 


Dreiundvierzigstes Kapitel. 


Der Primzahlsatz als Folge von >) Leen a ye 


n=1 


§ 159. 
Die Tragweite dieser Tatsache. 


Aus dem Primzahlsatz allein hat sich oben zwar ergeben, da 


om”) 
nN 
Vdemath 


u(n) log n 
Dene 
Tat e 


konvergiert. Dieser Satz liegt tiefer als der Primzahlsatz; aus ihm 
laBt sich umgekehrt, wie im nichsten Paragraphen gezeigt werden 
wird, der Primzahlsatz elementar ableiten. Das macht recht deutlich, 
wieso T'schebyschef und seine Nachfolger auf Grund der Identitiiten 


1 -S)+(9 
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konvergiert, aber nicht, daB 


y f ; Sre(n)logn 
598 XLII. Der Primzahlsate als Folge von = —1. 


( 
n 
n=1 





(2) des w(n) (=) 


nm=1 





und 


nicht zu dem Ziele gelangt sind, den Primzahlsatz elementar zu be- 
weisen. Die Anfangsglieder der Ausdriicke U(x) im Sinne der §$§ 21 
bis 23 kommen eben auf die von 
x 
Ser) 


hinaus; die Konstante, die bei Anwendung immer schiarferer Ausdriicke 
1 werden soll, ist gerade ein Aggregat, welches anfangs mit 


—— u(n) log n 
. Se 


n=1 


um so genauer tibereinstimmt, je mehr Glieder der Ausdruck U() ent- 
halt. DaB aber die Reihe (1) auch nur konvergiert, laBt sich zur Zeit 
nicht einmal aus dem Primzahlsatz (zu dessen Beweise es doch bei 
Anwendung der Tschebyschefschen Methode dienen soll) allein ele- 
mentar erschlieBen. 


$ 160. 


Beweis des Ubherganges durch einen allgemeinen Grenz- 
wertsatz. 


Ich will den Ubergang zum Primzahlsatz von 


: u(mlogn 1 
> n re 
v= 


aus, um auch etwas Neues dabei herauszubekommen, gleich viel allge- 
meiner ausfiihren, indem ich einen Grenzwertsatz beweise, dessen 
Wortlaut fast von aller Zahlentheorie frei ist. 

Ich erinnere an folgenden seit einiger Zeit in der Theorie der 
Funktionen reeller Variabeln mit Nutzen eingefiihrten Begriff (den 
der Leser tibrigens noch nicht zu kennen braucht, da ich nur die 
Definition, keine Higenschaften dieses Begriffes anwende): Hine reelle 
Funktion f(#), die fiir a<a<b(b> a) definiert ist, heiBt in diesem 
Intervall von beschrankter Schwankung, wenn es eine Zahl g derart 
gibt, daB bei jeder Wahl von beliebig vielen Teilpunkten 


Ue em ey er 
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die Ungleichung 


(1) [P(@,) — Fs) | + | f(r) = CON agi Ti lant) =) | <9 
erfiillt ist. 

D. h. die ,,Schwankungssumme“ auf der linken Seite von (1) hat 
eine endliche obere Grenze. 

Zu den Funktionen, welche im Intervall (a---b) von beschriinkter 
Schwankung sind, gehéren gewiB folgende zwei Klassen: 

‘1. Diejenigen, welche fiir jede Strecke g <a<g+1, wo g ganz 
ist, soweit dieselbe dem Intervall (a- -- b) angehort, konstant sind. 

2. Diejenigen, welche mit wachsendem a im Intervall (a---b) 
niemals abnehmen; in der Tat ist fiir letztere 


|P) — Fae) | +++ + 1f@.-1) — F@,) | =F@,) — fa) 
<0) — fla). 

Es besteht nun folgender Satz, bei dem w(x) und 7(x) durchaus 
nicht die spezielle Bedeutung zu haben brauchen, die ihnen beim 
Primzahlproblem zukommt: 

Satz: Es sei w(x) eine ftir alle x>1 definierte reelle 


(stetige oder unstetige) Funktion von «. w(x) sei so be- 
schaffen, daB die aus ihr durch die Gleichung 


Pay 2 +(e) 


fiir c>1 entstehende Funktion folgende zwei Bedingungen 
erfiillt. 
Erstens soll 


(2) T(x) =x loga + bx + O(a(a)) 

sein, wo b eine Konstante ist, w(x) eine Funktion von 4, 
welche von einer gewissen Stelle & an positiv ist, niemals 
abnimmt und so beschaffen ist, daB das Integral 


Qa 
uv 


konvergiert. : 
Zweitens soll 7(«) fiir jedes endliche y>1 im Intervall 
1<z<y von beschrankter Schwankung sein. 
~ Dann ist 
[ie alee 


39* 


XLIV. Der Primzahlsate als Folge von Se =—1, 
(tf 


600 








Vor dem Beweise will ich auf mehrere wichtige Spezialfalle dieses 
Satzes aufmerksam machen, deren jeder den Fall des Primzahlproblems 
noch in sich enthalt. 

Die erste Voraussetzung tiber 7'(x) ist gewif in folgenden Fallen 
erfiillt: 


w(x) = log x, 

Seles (0<@<1), 
@ (a) = os a? 

o(”) = st mate (6 > 0), 





(x) = er (0 > 0) 


log x ae log x) 
usw. 

Die zweite Voraussetzung ist Sener in folgenden zwei 
Fallen erfiillt: 

1. Wenn fiir g<a<g+1(y>1 ganz) die Funktion p(x) jedes- 
mal konstant ist. In der Tat ist dann offenbar 7'(~) auch jedesmal fiir 
g<«“<g41 konstant. 

2. Wenn fiir z >1 mit wachsendem x die Funktion 7(#) niemals 
abnimmt, also insbesondere, wenn dies von w(x) gilt und w(x) > O ist. 

Beweis: Ohne Beschminke der Allgemeinheit darf § = 1 an- 
genommen werden; sonst kann man ja auf der Strecke (1 -- - &) die 
Funktion (a) passend definieren. 

Aus der vorausgesetzten Konvergenz von 


x 
1 . 
und der Annahme, daB (x) mit wachsendem x von Anfang (x = 1) 


an niemals abnimmt, folgt wegen 
2a 





oe) oo (a) 
ee du > VPs ed 
Sag ss! 
4a 
lim 2) — 0, 
x=00 x 


also nach der Voraussetzung (2) 
Lay 


ms ot log x 
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Hs bezeichne V(y) fiir y > 1 die obere Grenze der Schwankungs- 
summe von 7x) im Intervall (1---y), fiir y= 1 den Wert 0. Dann 
nimmt offenbar V(y) mit wachsendem y niemals ab. Es ist also 


entweder 
lim V(y) 
y =o 


vorhanden (endlich) oder 


lim V(y) = x. 
y= 


Offenbar legt der letztere Fall vor; denn es ist 
VW)=\TH)— 7A) 
lim 7'(y) = oo. 


y=ou 
Ich definiere fiir alle x >1 die Funktion z= 2(x) als die Hialfte 
der oberen Grenze der Werte y, fiir welche 


Vy) <loga 


und 


ist. Offenbar nimmt z= (x) mit wachsendem wz niemals ab und 
wiachst mit # ins Unendliche. Es ist ferner : 


V(V2) | T(V2)— TQ) 
~ FV a log x, 
also von einer gewissen Stelle an 
V(Va) > log a, 
V(z) < loge 


folglich wegen 


fiir alle hinreichend groBen x 
a<Vu. 
x sei gleich so groB (4 >a) gewahlt, dab 
l<z< yz, 
also 
“> : Vx 
ist. 
Aus 


Tie) =>) 95) 
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n=1 








ergibt sich nach dem zweiten Satz des § 152 


(2) => um) 7 (=), 


oa 


w(x) =o) +> w(n) 2 (~) 


n= +1 
= 21 +2. 


also 


Hierin ist 7 
S-d 0 (Foe +02) + S(t ‘) 
n=l 


(3) =(# loga + bx) 9 (=) — af (=) + 0 S0(2) 
Wegen n=l 
f(a) =—14 o(1) 
g(a) = Senae 


denn wegen der Konvergenz von 


> u(n) log n 
n 
n=1 
Se 
n 
n=l 


nach dem zweiten Satz des § 30; daher ist nach § 153 


ist 


konvergiert 





(0) 
Ho 
s n=1 
also fiir 7 >1 
if = i 
g(a) =— (1 + fm) ae ae fin — 1) 


n=2+1 





oa 1+ f(@) 
= ya +f) (cea be T tog (a+ 1) 


n=xe2+1 
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Cc 


make 2s ea ie Here a ge a 


n=xe+1 


a lisea) 
oe Moe as 


Da ferner o( ) fiir 1<u <= — positiv ist und mit wachsendem 





wu niemals zunimmt, liefert (3) & 


= (xlogx + Bel 2) + a+ x0(1) + O(@(@a)) + ofo(2) —\du, 


also, da oben 
a (#) = o(#) 
festgestellt war, 


werd 
&, = o(2 loge 5 


Rare o(2 [22 av), 


folglich wegen 
lim fe 20 qu =0 


>, = & + 0(2). 
Fiir >, konstatiere ich zunichst, daB aus 
1 
g(x) =0 ieee) 


M (a) = S' n(gm — 9% — 1) 


n= 


= Mn—@t+))+9@le + DY 


nm =1 


=> lives) 70 (aa 
_ Digs +? lies 
= (ipa) 


)+2 +) +06) + 0(2f*%9 a) 


4 





fiir z > 1 folgt: 




















“ 
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: pande ist 
>-> (Mn) — Mw —1)) T (=) | 
- 51M) (2(2)-24,))-¥() *(. ee ‘ +U(a)T(F) 
12 (0) 7 Gaga) +0 mgs) °(7(2)) + lage) 
-ieSle0 a 1 ED si ()|) settee Ve@ )) + (ga) 


=o(ice r(e) she (ss og x Ve 2)) +0 Aes 
~o(ee log ge) gee (Gee _) 


=0 (2%). 
Zusammengenommen ergibt sich 
v(@) =, +25 
=x + o(a),: 


was zu beweisen war. 


Vierundvierzigstes Kapitel. 
Die Funktion Q(x). 





§ 161. 
Identitaten und elementare Abschatzungen. 
Als Beispiel hatten wir schon in § 152 bewiesen, daf fiir x > 0 


Ve 
(1) Q(2) = >'u@| 5] 
und infolgedessen a 
(2) Q(a) = ae + O(Vx) 


ist. 


§ 161. Identitdten wnd elementare Abschiitzungen. 605 








Hinter der Relation (1) steckt eine Identitat fiir Dirichletsche 
Reihen. Fiir s>1 ist, wenn q die quadratfreien Zahlen durchlauft, 


Sy-TT0+3 





_ £0) 
(2s) 


Ave 1 Qre@m 
se ate re 
=1 


me i n 





Hieraus liest man direkt fiir 7 >0 ab: 


Q(z) = Su(n) 


nmsx 


Ve 
Ped 


eis 
Q@) => Sao) 


E(8) = £28) S's 


Do apa 
nr ns ¢ 
n=1 mal q 


[W— 351 


ngsx 


und iibrigens auch: 


Ebenso folgt aus 





fiir 2 >0 die Identitat 
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Zs 
q 


EA Pa 


pall aa 


Aus (2) folgt, wenn Q,(x) baw. Q(x) die Anzahl der quadrat- 
freien Zahlen bis x bezeichnet, fiir welche 


w(n)=+1 


u(n) =—1 
ist, d. h. fiir welche die Primfaktorenzahl gerade bzw. ungerade ist, 


Q:(2) + (a) ~ Se. 


und itibrigens auch yz 


bzw. 


Da nun 
Q1(%).— Q(x) = Ma) 
== OCU) 


Q(z) ~ se, 


Qs (a) aos 50 ’ 


on (2) aS Qe (2), 


ist, so ist 


wie in § 150 angekiindiot war. 


§ 162. 
Genauere Abschatzung von Q(x) mit Hilfe von M(x) = 0(2x). 


Ich will nun, und zwar, da es méglich ist, nur unter Benutzung von 


M (2) Fe o(x), 
beweisen: 
Satz: 


6 oo 
Q(z) = 44 + ola). 
Beweis: Es sei  >1 und x(x) der gréBte Wert von 
ZEN 
fiir alle > /z. Hin solcher gréBter Wert existiert nattirlich, da 
(1) lim *O! 9 


zZ=0 


§ 162. Genauere Abschitzwng von Q(x) mit Hilfe von M (x) =o(x). 607 








ist und in jedem ganzzahligen Intervall g<z2<g+1 der iearene 
awh : 
& 


in g am gréften ist. Wegen (1) ist 
lim n(”) = 0. 
Es sei ferner - P 
6(%) = Max. (7. (a) ) 5 
dann ist 0(x) positiv und 


lim d(x) = 0. 


x werde gleich so groB gewahlt, daB 0d <1-ist. Hs ist 








OVx = is Ve SVe = 
ee u > Pas = ie ea fa! 
@) > ws 145 u(V%) — Mev=)[ 5] 
Hierin ist 
OV SV 
POL Dea t 08a 
a SVz 
=a te t+ o(Ve) 
=(6— S22) +9) 
n=dVat1 
a Ge eae ee 
at + 0 t a 
Suva 
= 204i) 2S x05 acs) aater 


n=0Vu+1 


XLIV. Die Funktion Q(2). 








608 


Da in der Summe rechts wegen 
n>dVu 


> Va 


der absolute Betrag des ersten Faktors 
| It(n)| = |= n 

< (y@)?n 

<(0@)?n 


ist und im letzten Hinzelglied analog 
| M(dV2)| < (0w)0Vz 


; ae = (0(@)) Va 
ist, so ergibt sich | 

éVx 2 

> ve] = pe + (V2) + 0(st2 Dn. 5) + 0(25 12) 
= n=dVut+1 


<0 + o(Va) + sz) + 0(0Vz) 
“0 + (Va) + O(8V2) 


1” 


= sit + o(V'2). 
Auch in c 
RP 
Suva 


ist jedes auftretende Argument von M 


oA ae 
> Va, 


also 5 
Pe (Vz) | <C@y Y=; 


m=1 


das gibt 
& ce 32 
SUV 5) = O(8V2 So) 


m=1 


§ 162. Genauere Abschitzwng von Q(x) mit Hilfe von M(x)=o(a). 609 








= 0(8°Vz 5) 
= 0(0V2) 
Sala). 
M(avasl— oV=}) 
3 = 0(0V2) 
Ser 
Zusammengenommen ergibt sich also aus (2° 


Q(2) = Sx + ofV/2) + o(V2) + ofV2) 
= <0 + o( V2). 


Endlich ist 


Zwolfter Teil. 


Anwendung der Satze iiber die Nullstellen der 
Zetafunktion. 


Finfundvierzigstes ae 


Hilfssaitze tiber ——~ 


x0} 
§ 163. 
; rt ze 1 
Hilfssatze tiber aol 
Satz: Es habe das positive a ae Pe ieres von §§ 79—80: 
Fir ¢>% (wo 4,>83 ist),o>1 Ate ist 
é(s) + 0. 
Dann ist bei jedem positiven b Bs fiir a 6>1- jog? 
ze < log. 





Das folgt nicht etwa schon aus den friiheren Resultaten; denn 
aus der in § 80 nebenbei bewiesenen Relation . 


log €(s) = O (log ¢ log log #) 
folgt nur 


= O(le8log +) 
= 0 ((log f)!8"), 


6 


Beweis: Hs sei b, so gewahlt, dab 


b<b <5 
ist. 
In die Formel des § 73 


|RE()|< |p| 2424 fir |s— sy) <e<r 


§ 163. Hilfsscitze viber nae 611 

















setze ich Fs) = log &(s), 
= Lt yee +H, 
te 
+ Jogt? 
1+) 
‘ 0 Tog t 


Fiir ¢>%,, wo ¢, passend wihlbar ist, gehdren alle Punkte w + vi 
des Kreises s—s, <r dem Gebiete 


Ss ge pe 


a logv 





an, und es ist ferner , 
B| =| Wlogt(1+ yer + H)| 
<|log £ (1 + so + ti) 
< log (1 + a 53) 


< log (¢ log #) 
< ¢, log log¢ 


und, da nach § 80 fir 6 >1 <= 





logt 
(8) = O08, 


1 
d.h. fir ¢>3, 6 >1— ae 


H log €(s) = log | &(s) | 


< ¢,loglogt 
ist, 





1+0D 
A < ¢,log log (¢ + ae) 
< ¢; log log ¢. 


Daher ist fiir |s —s,|< oe 
2+b+6, vee 
— + 26; loglogt 5 °8" am 


= "7 cee t 





MR log (s)| < e loglogé 





= ¢, log logt, 
; ; b 1 
also speziell fiir s=o+ti,t >t, ene oS or done 


| Rt log £(s) | < ¢ log log ¢. 
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Fir t >t, o>1+ a ist 
| Blog E(s) | < |log £(s) 
1 
<est(t + 
< ¢, log log ¢. 
Daher ist fir ¢>%4,, 6 21— laeé 
| R log €(s)| < ¢, log logt, 
b 
log? | 
| log €(s)| < ¢, log log t, 
‘log | &(s) || <¢ log log?, 
log | §(s)| > — log logt, 


|S(s)| > 


folglich fir ¢>%, 6 >1— 


aa t’ 


eat =2°ee 


Sechsundvierzigstes Kapitel. 


Anwendungen auf M(x), g(x), f(x). 
§ 164. 
Anwendungen auf M(x), g(x), f(x). 


Die Anwendung des Cauchyschen Satzes ergibt also wie in § 81, 
da in 


1 
(1) fea 
der Wert des Exponenten ganz ea eee ist und nur die Kon- 


stante b des Gebietes t > t,, 6 > 1 — ee in dem (1) oe wesentlich 
ist, fiir alle 2 





< log*¢ 


a< Vb, 


§ 164. Anwendungen auf M(x), g(x), f(a). 613 











d. h. fiir alle 
a <a ia 
die Relation 
(2) May = 0,(ce- 2a). 


da namlich s = 1 eine regulire Stelle ist, tritt das damalige Glied « 
ner nicht auf. . ” 


Hierin kann z. B. « die Konstante + bedeuten. 


Aus (2) folgt fiir dieselben « <i 
a 


9 (2) = O(e eve#2) 
f(a) = — 1 + O(e- eV), 


und 


In der Tat kann (analog zu : 158) aus (2) auf die Konvergenz von 


1 w(n) log’ n Be 
te: 20, +3 0) 





nunmehr mit der estat 


n) log?n 
= Se = O(e- @Viog 2) 
n=a2+1 


geschlossen werden; denn fiir das damalige 
M,(@) =u (n) log? 


ergibt sich nunmehr, falls bei gegebenem positivem « < = die Zahlen 


: 1 bc 
a, und a, <a, zwischen « und Va gewihlt werden, 
a 


ayes ee — oViog x 
M,(“) = O > Me areas O(a log? xe~ V8 «) 


zx 
es log?— 1 ") aes 
ae —«,Vlogz wth — Vlog x 
O (we > = + O(xe ) 
n=2 


= 0 (x e my Aao | 


und hieraus 
Landau, Verteilung der Primzahlen. II. AQ) 
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SJ we (n) log*n >>; —aViog n — a, Vlog « 
Psi raet 


n=x2+1 n=x+1 


Siebenundvierzigstes Kapitel. 


: te ss t 
Weitere Sitze iiber On 





§ 165. 


Weitere Satze tiber saan, 
6(s) 

Der Satz des § 163 ohne nahere Angabe von ¢, geniigte fiir die 
vorliegenden Zwecke. Es erscheint aber doch von Interesse, insbeson- 
dere die obere Abschitzung von 

1 
| $ (1 ++ t4) | 


so genau auszufiihren, als es die vorliegenden Mittel gestatten. In 
§ 65 hatte sich 


Ata O (log® t), 
allerbestens 
eae = Gllog 
ergeben, was ich jetzt erheblich verscharfen werde, durch den 
Satz: Es ist 


FEAT = O(logt log log #). 


Beweis: In 





are) <|elt! + 24-2 


setze ich 


§ 165. Weitere Stitze iiber Oe 615 








F(s) = log &(s), 
1 : 
a ae log ¢ log log t on, 
Ra a i 1 
~ 2alogt ' logt log log t? 


1 
0 log t log log t 





(a 


Fiir ¢>¢, gehGren alle Punkte w+ vi des Kreises |s — s,|<r dem 
Gebiet 
pet, Ae ec eens 


wie erforderlich, an. Ferner ist 
| 1 , 
‘Bl = log é(1 oh log t log log t cf ti) 
1 
ae arrears 


< log (¢ log t log log ¢) 
= log log¢ + log log log¢ + ¢, 





und, da fiir 6 > ee Z 
ae a logt 
¢(s) = O (log #), 
also fiir ¢ > 3, aS ae ee 
aa = a logt 


R log £(s) < log logt + «, 
ist, 
1 1 
A < log log (i zt 2alogt + log t log log i) + 410 
< loglogt+ «,. 


Daher ist fiir ¢ > ¢, im Kreise |s—s,|<o, also speziell im Punkte 
s=1+4%2 i “ 





| R log &(s) | < (log log t + log log log t + ¢) oe Oe et 
2a 
1 
log log t 


+ 2 (log log? + ¢4) 3 
2a 





< log logt + log log logt + ¢,, 
40* 
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R log £(1 + ti) = log|€(1 + #2) 
> — log logt — log log log t — @p, 
¢ 1 
[ga + t%) | a ¢,, logt log logt’ 
1 
TEA ee 0 (log ¢ log log ¢). 
Dies stellt im Verein mit 
€(1+ t7) = O(log?) 
die genaueste bekannte Abschitzung der Zetafunktion auf der Geraden 
6 =1 nach oben und unten dar.. 


Dreizehnter Teil. : 


Die Funktion A(2). 


Achtundvierzigstes Kapitel. 


Identititen. 





§ 166. 
Identitaten. 


Ich will fiir 4(m) nicht sukzessive die ganze Tragweite der ein- 
zelnen Methoden rekapitulieren, sondern nur die ersten arithmetischen 
Higenschaften angeben und dann gleich mit Hilfe einer Identitaét zwi- 
schen A(m) und w(n) den schiirfsten Satz tiber 


D(a) = 2 A(n) 
beweisen, welcher 
L(x) = O(ae-#Ve8 2) 
lautet. 
A(n) geniigt nach seiner Definition (vgl. § 150) fiir jedes Werte- 
paar a, b der Gleichung 
1(ab) = 4(a) A(b), 


was bei w(m) nicht zutrifft. 
Die erzeugende Funktion zu 4(n) ist die fiir s > 1 pe enverisnist 
Dirichletsche Reihe 


See 33) 





nm=1 p 
al 
1 
pits 


1) Damit soll hier, wie stets, nicht gesagt sein, daf 1 die genaue Konver- 
genzgrenze ist. Zu entscheiden, welches der genaue Konvergenzbereich dieser 
und der entsprechenden zu y(n) gehorigen Reihe ist, ist eines der wichtigsten 
ungelésten Probleme der Primzahltheorie. 
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1 
ar Sa 
ne, | [ ee!) 
a 
pelea 
__ §(28) | 
&(s) 
Dies zeigt 
: Y 4(1) 
pee 
ee 


die Reihe 
A (m) 
as 
n=1 


ist also entweder divergent oder 0. 
Weiter ist fiir s > 1 


eo 


OS A(n)logn £(28s) £"(s) ot 2 £’(2s) 





8 


mn $*(s) ‘aCe 
w=1 
. . 1(n) log n 
lim ahaha Rae 6, 
2=1 > ” C( ) 
m1? 
also 
. 1(n) log n 
Dees 
n=1 
2 
entweder divergent oder = — — 


Die Identitat 


foo} 


> @ =te9, 


n=1 
fo 3} fo. 2) foe) 
i (Nn) 1 eit! 
as ns eee > m2s 
of eat ise: n=1 


liefert 

=1 fir Quadrate, 
4m) =0 fiir Nichtquadrate 
und fiir alle >0 
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x Va er 
2 A(n) [=] == ie 
= [Va]. 

Saco 

(1) ee 
ieferk one tom 


(2) AG) = eae) 


me 








Die Identitat 





wo also m alle Zahlen durchliuft, deren Quadrat in  aufgeht. 

(2) kann man direkt so einsehen: Die Summe rechts hat in Wahr- 
heit nur ein von Null verschiedenes Glied, nimlich das, welches dem 
gréBten quadratischen Teiler m? von  entspricht. Fir diesen ist 


aber, da =; quadratfrei ist, 
nN 
A(n), = 2(m*) a (5) 
5 n 
= A(m*) w (=) 


= n 
=u(ss)- 


Ferner ist nach (1) oder (2) 
Lila) = = 1 (2) 


x 


papas) 


m=1 ne | 2 


lm? S: 


wo also 7, m alle Zahlenpaare durchlaufen, fiir welche lm? <a ist. 
Daraus folgt weiter fiir 7 > 0 


z 


Va we 
L@)- > J 2© 


mal t=1 
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Ve 
x 
=>) Ue) 
m=1 
Ve ‘ 
x 
=>) Me)» 
n=1 


wo die Summe natiirlich auch bis m = o0 erstreckt werden kann. 








Neunundvierzigstes Kapitel. 


Abschitzungen von L(x) und Folgerungen. 


g 167. 


Abschaétzungen von L(x) und Folgerungen. 
Aus der fiir gewisse positive « in § 164 bewiesenen Relation 


M(x) = 0 (we V8?) 


folgt 
Va 
10) Sia 
Va 
i Daa UGG 
Vlog x Ye 
1 —aVlogz—2logn —aVlogx—2logn 
AG 2 ae Viog Hows) o( a Viog rg) 
eViog x Ve 
fs 0 (wer VieesseViens ~ ee ol. > a 
ORS na etVioge 
eViog= 


I 


(ee 28") +0 (ae «Y"8?) 
(a eg tViow a: 


| 


O 
O 


a — 
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Wenn L,(a#) bzw. L,(x) die Anzahl der Zahlen < x bezeichnet, 
fiir welche 


A(n) = 1 
bzw. ie 
A(n) = — 1 
ist, ist daher 
| L,(«) — L,(@) = Lz) 
: ai o(x), 


andererseits fiir 7 > 0 


L,(%) + L, (a) = [2] 
~~ x, 
folglich 
L,(%) ~ 34, 
L, (2) ~ 3 x, 
L, (x) ~ L, (2). 
Ferner folgt aus 
Li@) = O(ae"“) log) 


genau wie in § 164 bei w(m), daB fiir q30, $0 


Cc 


es log?n 
mitti 


n=2 
konvergiert und daB fiir alle «< - (z. B. « = 0,2) 
a 
— 2(n) log? n —aVlog2 
> Sea. (¢ ) 
n=a2+1 


ist. 





VIERTES BUCH. 


DIE FUNKTION «@ (1) UND DIE VERTEILUNG 
DER QUADRATFREIEN ZAHLEN IN EINER 
ARITHMETISCHEN PROGRESSION. 





Vierzehnter Teil. 
Historische .Einleitung zum vierten Buch. 


Finfzigstes Kapitel. 


Historische Einleitung zum vierten Buch. 


§ 168. 
Historische Einleitung zum vierten Buch. 


Herr Kluyver» wurde 1904 durch heuristische Uberlegungen zu 
der Vermutung gefiihrt, daB fiir jede arithmetische Progression ky + | 


@) ers 


konvergiert. Die Konvergenz von (1) konnte ich?) 1905 beweisen, 
zugleich mit der viel weittragenderen Relation 


x Peat ss 
@ Sa = ofce Wr); 
n=l : 


ich werde hier sogar 
(3) 


beweisen, wo noch obendrein die Konstante « von & und / unabhingig 
ist und z. B. = $ gewihlt werden kann. Aus (3) oder schon (2) 
folgt natiirlich (vgl. den entspreckenden SchluB in § 158), daf 


Me 


u(n) = O(ue*8*) 


~ eH 


n 
n 


Mt tl 


. u(n) log? n 
eae 
n=2 
n=l 
fiir jedes reelle Wertepaar q, ¢ konvergiert. 
Zugleich gelten diese Gesetze fiir 4(). Zur Abwechselung und 


auch, weil es in einem bestimmten Punkte vorteilhafter ist, will ich 


1) 65 7. 
2) 18; 19. 
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in diesem vierten Buch alle jene Gesetze durch meine Methoden zu- 
nichst fiir 2 (2) beweisen und dann durch eine Identitét auf u(n) iiber- 
tragen. ‘ 

“ “Ich mache gleich darauf aufmerksam, da ich hier (im Gegensatz 
zum zweiten Buch, dessen Ergebnisse vielfach benutzt werden) auch 
den Fall behandeln muB, da8 & und / einen gréBten gemeinsamen 
Teiler d>>1 haben. Nur, wenn d einen quadratischen Faktor > 1 
hat, wiiren die in Betracht kommenden Siitze tiber u(m) wegen 


u(ky +1) =0 
trivial. 
Da fiir quadratfreies d leicht bewiesen werden kann”, da die 
Anzahl der quadratfreien Zahlen bis x in der Progression ~ ca ist, 
wo c>0 ist, so laBt sich auch hier das Hauptergebnis 


Jul) =0@) 


so interpretieren: 

-Es gibt bis w in der arithmetischen Progression ky +1, 
wo (k,l) quadratfrei ist, asymptotisch ebensoviele quadrat- 
freie Zahlen, die aus einer geraden, als solche, die aus einer 
ungeraden Anzahl von Primfaktoren bestehen. 

Es darf bei den folgenden Untersuchungen ohne Beschrankung 
der Allgemeinheit 1<7</ angenommen werden. 


1) Vgl. § 174. 


—— 


Fiinfzehnter Teil. 


Uber die Verteilung der Zeichen A() in der 
arithmetischen Reihe. 


Hinundfitinfzigstes Kapitel. 


Reduktion auf ein anderes Problem, 


8 169. 
Zuriickfiihrung von d>1 auf d=1. 
Das Ziel lautet 


Sin) = O(ne-2V"8*). 


Das sei schon in allen Fallen bewiesen, wo 


ist, und 


(k, 0) =1 
Hs sei nun ein Fall vorgelegt, wo 
(kh, l)=d>1 
k= dt, 
L= dl 


gesetzt. Dann ist fiir s>1 


Se STuky +) 
ms (ky + 1) 
n=l ¥=0 


1(@) Silty +) 
7a Fl 
< 





) pat) 
a’ ne ? 
n= (mod. f) 
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d. h. (wie auch direkt ersichtlich ist) 


ied 


Sum 1H 109, 


n=1 
n= pee k) n={(mod. f) 


woraus die behauptete Reduktion folgt: 


Sin) = 0(neV™**), 


n=1 
n=i(mod. k) 


§ 170. 
Zuriickfihrung auf eine andere Klasse von Summen. 
Ich darf also ohne Beschrankung der Allgemeinheit 
(k, 1) =1 
annehmen; dann ist offenbar, wenn 


ee (n)A(n) 
OO _ Ke) 


ne 
n=1 


gesetzt wird, 





h 
Va(nm) 1 pag 
2 n> SOR. K, (8), 
aes 


n=l 


pa = FD 7H 4. 


n=1 


Die Untersuchung reduziert sich also auf den Beweis der Relation 
Sy (n)a(n) = O (ae *V8*) 
n=l 7" . 


fiir einen beliebigen? Charakter modulo &. 


1) Fiir den Hauptcharakter lieBe sich dies iibrigens unschwer aus den Er- 
gebnissen yon Teil 13 elementar ableiten. 
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Zweiundftinfzigstes Kapitel. 


Hilfssitze iiber die erzeugende Funktion und Beweis des Hauptsatzes. 


Se Lael 
Hilfssatze. 


Zur parantoe action Funktion 
S10) 4(0) = Sxl) 400) 


gehért als erzeugende, fir ¢ > 1 konvergente Dirichletsche Reihe 


(1) Ss ally #1) 0) 7) 
i 
hore 








110 
Le 
P 1 — see 
oil & ; 
a L,,(8)’ 
— 


wo L,(s) die Funktion des zweiten Buches ist. 
Wortlich wie in § rie ergibt sich hier oe dem Resultat des 


§ 131, da ftir jedes b mee im Gebiet 6 >1 — oe 


ae == 0 (log? t) 


ist. Da fir o >$+4+0,0>0 
bles 1, (p”) cet) 
i pes 


ist, erfiillt also die durch die erzeugende Dirichletsche Reihe (1) 
definierte und fiir s=1 reguliire Funktion die er ea welchen 
in § 81 die Funktion ae , in § 164 die Funktion a geniicte. 


Landau, Verteilung der Primzahlen. II. AL 
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§ 172. 
Beweis des Satzes. 
Daher ergibt die Anwendung des Cauchyschen Satzes wortlich 
wie in §§ 81 und 164 
7 (n)1(n) = O(ae-2V08#) 
n=1 


und damit nach dem Obigen fir alle, auch gemeinteilige Wertepaare 
k,l die angektindigte Relation 


=i (n) = 0 (we- V8 2) 
n=l 


also die Konvergenz von 


o 


>, 1(n) log?n 
pitti 


= 2 
n=l 


fiir alle reellen g,¢ mit der Restabschitzung 


> L(n)login _ @ (¢+aVieg2), 


ni + ti 





n=x4+1 


n=l 
Hierbei ist w eine beliebige Zahl <Tp also z. B. 


a 
a = 0,2. 
Da die Anzahl der Zahlen ky +1<@ offenbar 
Ft Od)~| 


ist, so liBt sich die u. a. gefundene Relation 


=1(n) = 0(a) 
n=l 
auch so interpretieren: 

Es gibt bis x in der arithmetischen Progression ky+l 
asymptotisch ebensoviele Zahlen, die aus einer geraden, 
als solche, die aus einer ungeraden Anzahl von Primfaktoren 
bestehen. 

Hierbei sind mehrfache Primfaktoren mehrfach gezahlt. 


Sechzehnter Teil. 


Uber die Verteilung der Werte von f4(m) in der 
drithmetischen Reihe. 


Dreiundfiinfzigstes Kapitel. 


Die Summe Su(n) in der Progression. 


nin 


§ 173. 


Die Summe u(n) in der Progression. 
nsx 


Es sei jetzt 
(k, 1) =d 
entweder — 1 oder >1, aber jedenfalls quadratfrei). Fiir s >1 ist 
aly Ls al &(2s) 
S(s) tS &(s) ’ 


See 3 >; 


n=1 


w(n) _S we (m)2 (5), 


me? |n 


dre -> > ulm) i (4) 


=1 m\n 
= a 


== u(m) 4(9) 


ne gel 








daher ist 


also 


fo 
m2 


- Sun) Si. 


neg g= EF 


1) Sonst wire wu (ky -+ 1) stets 0. 
41* 


LI. Die Swmine yen in der Progression. 


nN=2x 
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Fiir solche m, bei denen 
m?q = 1 (mod. k) 


in g unlésbar ist, ist eben die innere Summe Null. Fiir jedes feste m 
sst also die innere Summe entweder 0 oder ein L, (=) oder die Summe 
mehrerer, wobel 
L,(a) = 4(n) 
ist und v die zwischen 1 und & gelegenen Wurzeln der Kongruenz 
m?v = 1 (mod. k) 


x 


durchliuft. Genauer: Die innere Summe ist >) E, (=) oder O, je 
nachdem D 

(m*, k)|l 
ist oder nicht. Auf alle Falle gibt es eine Konstante Db derart, daf 
fiir alle « >1 und alle m <YV« die innere Summe absolut genommen 


- Vee bt 


x 2 
<p ge m 
m 
ist. Daher ist 
x Ve 
ue x —aVlogx —2logm 
> wn) = 0 > Se ? 
n=1 “-m=1 


n=l 
also nach der in § 167 ausgefiihrten Rechnung 
= O (we *Vie8 2), 


Hierin kann « z. B. die Zahl 0,2 bedeuten. 
Also ist fiir reelle gq, t 
: u(n) log?n 
awe re 


n=2 
n=l 


Mea 
Va 


w(n) log?n iS 
RT ee O(e aViog x) 


konyergent und fiir alle «a < 


fos) 


n=a2+1 
-n=l 
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Vierundfinfzigstes Kapitel. 


Die quadratfreien Zahlen der Progression. 





§ 174. 
Hilfssatz tiber Q(x; k, l). 


Definition: Hs bezeichne Q(a; k, 1) die Anzahl der quadrat- 
freien Zahlen <a, welche =/(mod.h) sind. 
Wenn 
(hk, D=a 
nicht quadratfrei ist, ist offenbar 
Q(a; k,0) = 0. 
Sonst gilt der 
Satz: Wenn d quadratfrei ist, existiert 
lim 2% 9 
w= 00 x 
und ist positiv. 
Beweis: Wie immer darf 1</<k angenommen werden. ~ 
1. Es sei 
a=1, 
d. h. 
(k, 2) = 1. 
Es bezeichne A(a;k,1,”) bei ganzzahligem positivem n die Anzahl 
der Zahlen y > 0, fiir welche 
ky + 1=0 (mod. ») 
nebst 
ky+l<ua 


ist, d. h. die Anzahl der positiven Multipla von m bis # in der Pro- 


gression. Falls 
(Nh) > 1 


A(a; k,l, n) = 


ist, ist identisch 


Falls 
(n,k) =1 


ist, hat die Kongruenz modulo m genau eine Wurzel; fiir alle x >/ 
ist also die Anzahl der Wurzeln im Intervall 


pega 














634 LIV. Die quadratfreien Zahlen der Progression. 
entweder 
aa 
nk 
oder : 
z—I+k 
[ nk =| i 1; 


daher ist fiir alle « > 0 
A(a: k,l, n) = < + 6, 


wo 
—1< 0=@6(a;k,l,n) <2 
ist. 
Nun ist 
ric, s a Pa 8 taeda as Pe 
n®|n =(Q fiir nicht quadratfreies n, 
also : 


Qh — > = um) 


z=1 m*|z 
a 


Ve 
= S'u(m) A (a; h, 1, m?) 
m=1 


Ve 7 
= 2 ulm) nag + O(V2), 
wo m die zu k teilerfremden Zablep durchlauft, folglich 


aes k= ESM + OC) 


m=1 





m=1 


=i ; we oz) + 0(yz) 
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Es verdient bemerkt zu werden, daf dieser positive Grenzwert 

Him 2439 =, 6 t 

Z=0 x J 

| EGS) 
: pik 

von / unabhingig ist. 
2. Hs sei 





. (A, I) =d 
a 
und d quadratfrei; es werde 
= df, 
l= dl 
gesetzt. Die quadratfreien Zahlen 
kyt+l<z 


sind identisch mit den Zahlen d(fy +f), fiir welche fy + { quadrat- 
frei, <= und zu d teilerfremd ist. 


Die Zahlen fy +1, welche zu d teilerfremd sind, sind gewisse 
volle Restklassen modulo 


td =k: 
denn, wenn 0 irgend eine zu d teilerfremde Zahl ist, ist 
z= (mod. f) 
mit 
z= 0 (mod. d) 


entweder inkompatibel oder durch eine volle Restklasse modulo des 
kleinsten gemeinsamen Vielfachen von f und d, d. h. durch eine oder 
mehrere yvolle Restklassen modulo f{d =k erfillt. Es sei @ die An- 
zahl der Restklassen modulo k, welche =! (mod.f) und zu d teiler- 
fremd sind. Auf den Wert von 9 kommt es hier nicht an, wohl aber 
auf die Konstatierung, daB 
e>0 

ist. Es seien p’,p’,--- die etwaigen Primfaktoren von d, die nicht in 
f vorkommen. Hine Zahl ={(mod. f) ist zu d dann und nur dann 
teilerfremd, wenn sie zu p’p” --- teilerfremd ist; denn ein Primfaktor 
von d, der f teilt, geht wegen 


(£Q =1 
in keiner Zahl fy +1 auf. Da £ zu p’p”--- teilerfremd ist, sind die 
beiden Kongruenzen 


z ={(mod.f) 
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und z=1(mod.p’p”---) 


kompatibel, also 9 > 0 bewiesen”. 
Wenn 1,,--:, J, die @ Restklassen bezeichnen, deren Zahlen 
= {(mod.f) und zu d teilerfremd sind, ist nun nach dem Obigen 


Q(x; 6) -De(g (F414), 





also wegen 
(h,1,) =1 

nach dem Ergebnis des ersten Falles 

ae Q(a3 kl) _ & e 

r=o «= ay ke 

dk 0 | 
pik 
Ale 


Obgleich es auf den Wert von @ nicht ankommt, mége er doch 
berechnet werden”. g ist die Anzahl der Zahlen 


(1) Viti opee rr goer 


welche zu d teilerfremd sind; wenn p’, p’,--- die nicht in f aufgehen- 
den Primfaktoren von d bezeichnen, ist also g die Anzahl der Zahlen (1), 
welche zu 


pp” Bae ee P 
teilerfremd sind®), Nun stellt 
0,1,---,d-—1 
Se vollstiindige Restsysteme modulo P dar; wegen 
(Leys ft 
stellt 


Octet chorea iar 


ebenfalls i. solche Restsysteme dar, also die Reihe (1) ebenfalls 


Daher ist d 
. 0 = pV(P) 


-eJ(1-3) 


1) Hierbei braucht d nicht quadratfrei zu sein. 
2) Vgl. die vorige Anmerkung. 
3) Falls jeder Primfaktor von d in f aufgeht, ist natiirlich P—1 und g=d. 
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§ 175. 
Anwendung auf die Verteilung der Werte von u(n) in der 
Progression. 


Es sei (k, 1) quadratfrei. Es bezeichne M, (x; k,l) baw. M,(a; k, 0) 
die Anzahl der quadratfreien Zahlen < x, welche =1(mod.k) sind und 
welche aus einer geraden bzw. ungeraden Anzahl von Primfaktoren be- 
stehen. Dann ist nach den Ergebnissen der beiden letzten Paragraphen 


MM, (x; k, 1) — M, (x; k, 0) Shieh 


il 
n=l 
=o(z), 
M, (a; k, 1) + M, (a; k, 1) = Q(&; k, D) 
~ en, 
wo 
0 
ist, also 


Ui, (45h, ~ 32, 


Hees 
M, (2; k, l) ~ M, (a; k, l), 


womit der am Schlusse des § 168 ausgesprochene Satz bewiesen ist. 





FUNFTES BUCH. 


ANDERE PRIMZAHLPROBLEME. 


t. 


% - a a m 
: aan Jeet a 


4 


me V- 


— 





Siebzehnter Teil. 
Historische. Kinleitung zum fiinften Buch. 


Fiinfundfiinfzigstes Kapitel. 


Historische Einleitung zum fiinften Buch. 


Sr iG: 
Historische Hinleitung zum fiinften Buch. 


Die weiteren Primzahlprobleme, um welche es sich in diesem 
Buch handelt, sind keineswegs so beschaffen, daB ihre Lésung sich 
durch unmittelbare Anwendung der Ergebnisse und Methoden der 
ersten vier Biicher ergibt”. Vielmehr mu dazu eine Reihe weiterer 
Uberlegungen allgemeiner Art hinzutreten, insbesondere in Bezug aut 
die bisher nur gelegentlich® vorgekommene Benutzung Dirichlet- 
scher Reihen, welche bei freier Bahn mehrdeutige Funktionen defi- 
nieren. Nachdem einige typische Probleme durch die modifizierten 
Methoden erledigt sind, lassen sich leicht weitere Gruppen von Frage- 
stellungen neu konstruieren und miihelos beantworten. In dieser 
Hinsicht will ich keine unndtigen Beispiele anhiufen; vielmehr be- 
schrinke ich mich fast ausschlieBlich darauf, in der Literatur vor 
mir ohne Lisung vorhanden gewesene Probleme (die untereinander 
noch ziemlich heterogener Art sind und die verschiedenen Typen 
daher gut repriisentieren) zu erledigen. ° 

Im achtzehnten Teil beweise ich im Anschlu8 an eine meiner 
Publikationen®) aus dem Jahre 1909 die Richtigkeit einer schon 1900 
yon Herrn Lehmer* ausgesprochenen Vermutung, wobei ich dessen 
Wortlaut etwas berichtigen muBte und wesentlich verscharfen konnte: 


1) Derartige Probleme lieBen sich in beliebiger Menge stellen, z. B.: Die 
Anzahl der Zahlen ky +1<a abzuschitzen, welche aus genau v Primfaktoren 
zusammengesetzt sind, usw. usw. 

2) Im § 64 und im Kapitel 33. 

3) 43.- 

4) 1. 
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Es seien 4 verschiedene zu k& teilerfremde Restklassen 

gegeben: ky+1,,---,ky+1,. Hs sei 
@(n)=1 oder =O, 
je nachdem alle Primfaktoren' von m einer jener 4 Klassen 
angehoren oder nicht; es sei v(m) die Anzahl der_verschie- 
denen Primfaktoren von vw. Es werde 
p(k) =h 

gesetzt. Dann existiert 


x 
>?” on) 
n= 


x 
22 


Can 


lim 
(log x) 
und ist >0. 
Den Anlaf zu dieser Fragestellung hatte Herrn Lehmer ein ganz 
spezieller Fall gegeben, in welchem die Theorie der quadratischen 
Formen schon auf elementarem Wege den Beweis lieferte. Hs sei 


Te Te or Wenge hey | 


Dann konnte Herr Lehmer aus der Theorie der quadratischen Formen” 
schlieBen, daB 5 
Sy? en) 


: n=1 
lim = 
x u4 





ist. Hbenso erledigte er die Falle 
k = 3, 4=1, L=1 
und 
=6 4=1,14,=1. 
Ubrigens waren bereits fiir 
k=4,24=1,1,=3 
meine transzendenten Methoden nétig; diesen Fall, wo Herr Lehmer 
See a) (n) 
n=1 


lim pt 
xr=oo x 





1) Er benutzte niimlich hier fiir ungerades n > 1 die Interpretation von 
2”) @(n) 


als Anzahl der Darstellungen yon n als Summe zweier teilerfremden Quadrate 
positiver Zahlen. 
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vermutet hatte, nebst den Fallen 
k=3,A=1,1,=2 
und ss 


Be GU ir 5, 


d. h. alle tibrig gebliebenen Falle, in denen h =2, 4=1 ist, hatte 
ich” schon 1904 erledigt. Bei ihnen waren gewisse spiiter eingefiihrte 
Hilfsmittel (Anwendung der Beziehungen zwischen Kt F(s) und | F(s)| 
im Sinne des § 73 und Hinfiihrung mehrdeutiger Integranden) noch 
nicht nétig. 

Ferner beweise ich, was auch in jener Arbeit?) yom Jahre 1909 
steht, als unmittelbares Korollar aus den Hilfssitzen des vorigen 
Problems, daB unter den obigen Voraussetzungen 


> O(n) 


ie eee 
Z=—c x 
eos 
(logz) ” 


existiert und > 0 ist. Dasselbe gilt, wenn statt O(n) eine folgender- 
mafen definierte Funktion gesetzt wird: 1, wenn jeder Primfaktor von 
nm entweder einer der Formen ky +1,,-+-, ky +1, angehért oder in k 
aufgeht oder, soweit er nicht zu diesen beiden Kategorien gehért, in 
gerader Vielfachheit auftritt; 0 fiir die tibrigen n. 

Insbesondere, wie ich®) schon 1908 entwickelt hatte: Bekannt- 
lich*) ist » in zwei Quadrate dann und nur dann zerlegbar, wenn jeder 
etwa vorhandene Primfaktor 4y + 3 in gerader Vielfachheit auftritt. 


Sow) 


im Sinne der letzten Definition von @(n) fiir k= 4, 4=1, l, =1 ist 
also die Anzahl der in zwei Quadrate zerlegbaren Zahlen bis «7, und 
diese Anzahl ist daher nach dem angekiindigten Satz 


eee 
Vlog x’ 


~~ 


b>0 


1) 17. 

2) 43. 

3) 38. Dieser Fall ging etwas einfacher zu erledigen, da fiir h = 2 keine 
komplexen Charaktere vorhanden sind. 

4) Vgl. § 143. 
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ist. Damit war eine Erginzung zu einer altbekannten Tatsache aus 
der elementaren Zahlentheorie gegeben. Bekanntlich” ist jede Zahl 
in vier Quadrate zerlegbar; sogar in drei dann und nur dann, wenn 
sie nicht die Form 4e(3 y+ 7) (40, y= 0) hat; sogar in zwei dann 
und nur dann, wenn sie keinen Primfaktor 4y + 3 in ungerader Po- 
tenz enthilt; sogar in eines dann und nur dann, wenn sie ein Qua- 
drat ist. Es bezeichne A(z), B(x), C(x), D(x) bzw. die Anzahl der 
in 1, 2, 3, 4 Quadrate zerlegbaren Zahlen <a. Dann ist offenbar 


fiir ‘ SS 1 
A(z) = (v2) 
~ V2, 
ferner 
D(x) = [2] 
~ ft. 


Uber O(a) ist fiir 2 > 7 leicht entwickelbar: 


[f4+1| |G 
[2] — O(@) = [7] he fies Om 











1 ett 
+.--t 3 











wo 
__ floga — log? 
=| log4 
ist, also ; 
x x Hi 
7 rE ee Tae 
x — O(a) —*F4 44-45, 4...447- + 0@ 
=Z(@+f+Ht---+$)+ 0© 
x < 
=F (l+pt ats ad inf. + O() + O@) 
== 4 O(1) + O(oga), 
O(a) ~ > a. 


Aber tiber B(x) war eben noch kein asymptotischer Vergleich mit 
einer elementaren Funktion positiven Argumentes bekannt, ehe ich 


BO) bees 
ee as 





bewiesen hatte. 


1) Vgl. § 144. 
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Setzt man noch 


U(z) = A(x), 

Ba) = B@) — AQ), 

C(x) = C(2) — Ba), 

D(x) = D(x) — C(x), 
d. h. versteht unter U(x), B(x), Bie); D(x) die Anzahl der Zahlen 
<2, zu deren Darstellung genau 1, 2, 3, 4 Quadrate erforderlich sind, 
so bedeutet dies 

W(x) ~ Va, 


B(x) ~ eee 
C(a) ~ 24, 


D(a) ~ Fa. 


Im neunzehnten Teil beweise ich — dem historischen Problem 
entsprechend unter- Verzicht auf alles iiber den bloBen Konvergenz- 
beweis nebst Wertbestimmung hinausgehende — im Anschlu8 an eine 
Arbeit von mir? (1907) die Kon yeepene 

1. samtlicher in dem baratinton fiinfzehnten Kapitel des ersten 
Bandes von Eulers”) ,Introductio in analysin infinitorum“ auftretenden 
Reihen, welche von der Verteilung der Primzahlen abhiingen; es waren 
bis 1907 einige tibrig geblieben, fir die ich auerst den. ne ee 
beweis erbracht habe, nachdem die anderen nicht durch allgemeine 
Konvergenzsitze erledigten von den Herren Mertens) (1874) und 
von Mangoldt® (1897) bewaltigt waren; 

2. simtlicher bei Mébius®*) (1832) vorkommenden Reihen; 

3. simtlicher in einer Arbeit Cesaros® (1885) auftretenden Reihen, 
bei denen das, was er als Konvergenzbeweis von 


SM 
nm=1 


ausfiihrte, durchweg nur der Existenzbeweis des Limes 
: a 
lim = 
tO ed 
war; 
1) 38. 
2) De 


4) 43.5. 
5) 1. 
6) Bs 
Landau, Verteilung der Primzahlen. IL. 42 
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4. einiger Reihen, welche Herr Kluyver» mir brieflich mit 
heuristischer Wertbestimmung vorgelegt hatte. 

Wie gesagt, will ich auf diese meist klassischen Probleme nicht 
neue hiufen. : 

In diesem neunzehnten Teil, in welchem ich von der komplexen 
Integration keinen Gebrauch mehr mache, sondern alle Ergebnisse aus 
friiheren elementar herleite, schicke ich, um eine méglichst einheitliche 
Darstellung zu gewinnen, ein allgemeines Kapitel tiber Multiplikation 
Dirichletscher Reihen® voraus. 

Im zwanzigsten Teil gehe ich zu einer ganz anderen Art von 
Primzahlproblemen iiber. Tschebyschef® hatte 1853 ohne Beweis 
den folgenden Wortlaut veréffentlicht: 

Si de la totalité des nombres premiers de la forme 47 + 3, on 
retranche celle des nombres premiers de la forme 4n +1, et que 





aed . * (ar oy? x 
Yon divise ensuite cette différence par la quantite Aes , on trouvera 
fo) 


plusieurs valeurs de x telles, que ce quotient sapprochera de Vunité 
aussi prés qu’on le voudra.“ 

In Formeln: Wenn f(z) die Anzahl der Primzahlen 4n + 1 <a, 
g(a) die Anzahl der Primzahlen 4n + 3 <@ ist, so gibt es nach An- 
nahme von 6 und & ein a = x(&,0) > & derart, dab 


|9@)—f@) _4leg 





x 
| Toga | 
d. h. 
Wee ae a <1+6 
log x 
ist. 


Diese Behauptung liegt in ganz anderer Richtung wie die bis- 
herigen Sitze tiber die Primzahlen in arithmetischen Progressionen, 
welche fiir den vorliegenden Fall in 


ake —aVlogz 
: g(a) — f(v) = Ove **) 
gipfeln. 
Fiir jene Behauptung existiert noch kein elementarer Beweis; 
Tschebyschefs Anktindigung, er habe einen solchen, scheint mir 
1) Vgl. meine Arbeit 33, S. 145—153. 
2) So lautet auch der Titel meiner Arbeit 33, in der die obigen Konvergenz- 
beweise zuerst gefiihrt sind. “ 


3) be 
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umsomehr auf Irrtum zu beruhen, als fiir zwei andere Behauptungen”, 
welche er gleichzeitig als aus derselben Identitit” flieBend ausspricht, 
bis heute unter Benutzung aller Hilfsmittel kein Beweis (iibrigens auch 
keine Widerlegung) vorhanden ist. Aber funktionentheoretisch ist 
der obige Tschebyschefsche Wortlaut schon zweimal bewiesen 
worden: Zuerst 1891 von Herrn Phragmén®, zuzweit 1905 einfacher 
vou mir*), . 

Ich setze im zwanzigsten Teil meinen Beweis auseinander, der 
sich auf einen allgemeinen Satz®) tiber Dirichletsche Reihen mit 
Koeffizienten > 0 griindet: 

Wenn die endliche Zahl « die Konvergenzabszisse einer 
Dirichletschen Reihe 


S On 
onl 7 
ist, deren Koeffizienten >0 sind, so ist « ein singulirer 
Punkt der fiir 6 >a durch die Reihe definierten analytischen 
Funktion. 
Die Tragweite dieses Satzes liegt darin, daB eine Dirichletsche 
Reihe gar keinen singuléren Punkt auf ihrer Konvergenzgeraden zu 
haben braucht, wie z. B. die ganze Funktion 


1 1 1 ae 
Dee eet ah ee ee )§(s) 


zeigt. 
1) Wenn 7(p)=0, 1, — 1 fiir p = 2, p =1(mod. 4), p= 3 (mod. 4) (dh. y(n) 
der Nicht-Hauptcharakter modulo 4) ist, so sei 


1. lim > 'y(p)e-?? = — 00, 





2. im Falle der Konvergenz von 
Sup) t(p), 
P 


wo f(x) monoton abnimmt, oe 
lim Vxf (x) = 0. 
zZ=0 


2) Die Identitat, auf die er anspielt, ist natiirlich 


x 
SiMlogn= > 4(p")logp 4(n). 
w= 1 pans 
3) 1. 
4) 1. 4 
5) Derselbe ist in meiner Arbeit 21 zuerst bewiesen. 
42* 
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Nachdem ich wegen der historischen Wichtigkeit den Phrag- 
ménschen (von Tschebyschef vermuteten) Satz bewiesen haben 
werde, der sich auf das spezielle 


bad 


bezieht, mache ich einige Bemerkungen tiber den Fall des beliebigen k. 
Alsdann beweise ich mit derselben Methode tiber 2(«) eine Reihe von 
Stitzen ahnlicher Art (,,gewisse Ungleichungen gelten unendlich oft“), 
welche in unwesentlich geringerem Umfange zuerst, aber nicht so ein- 
fach yon Herrn Schmidt” bewiesen worden sind. 


1) 1 


Achtzehnter Teil. 
Uber die Funktion }'2”” O(n). 
n=1 
Sechsundfiinfzigstes Kapitel. 


Die erzeugende Dirichletsche Reihe und ihre analytischen 
Kigenschaften. 





a kee 
Einfiihrung der Dirichletschen Reihe %(s). 
Es bezeichne @(n) die Zahl 1 oder die Zahl 0, je nachdem jeder 
der v(m) Primfaktoren von n einer der 4 arithmetischen Progressionen 
ky +1, +--+, ky +1, 
angehért oder nicht, wo U,,---, 1, gewisse verschiedene, im Intervall 
(1---k) befindliche, zu & teilerfremde Zahlen sind und 4 einen der 
Werte 1, 2,---,h = q(k) hat. Dabei ist unter @(1) der Wert 1 zu 


verstehen. 
Ks ist offenbar fiir 6 >1 


“1 9") @ 
iG cerca 
ioe lh 
2 


2 2 
=e (t+ etgttmt--), 
g 
wo g alle Primfaktoren durchlauft, welche einer der 2 Progressionen 
angehoren; fiir o >1 ist daher 





a 
¥(s) -| | —2 
q 1—-— 
qd 

1 

yeas 

moon p=l, 1 1 
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SOUT: 
Beziehung zu L,(s). 


Fiir jeden einzelnen solchen Faktor 


1 
se 
aha 1 oe 

p=l pes 

p 


der also die erzeugende Funktion im Falle eines einzigen / (d. h. A= 1) 


liefert, ist 
1 
fo) =L 
pal 7 
1 1 
= —————— 1: ——s - 
ni =) LH FD 
Pp 
eine fiir ¢ > 1 reguliire und nicht verschwindende Funktion. Es werde 


log f(s) fiir s > 1 reell definiert. Dann ist, wenn 9, (s), g(s),- ++ lauter 
in der Halbebene 6 > 4 absolut konvergente Dirichletsche Reihen 


bezeichnen, 


log f(s) = — 2 > log (1 —5) + >" log (1 — =n) 
pH=l pat 


= 2D» + 9;(s). 


Nun ist aber 


h 
uf it al 
~ ph ps 7,0 °8 L,(8) + 92(8)3 


p=l r= al 





al 
ee 
nae 

p 








also ist 


h 
2 1 
log f(s) = 7, >) 7 @ 82.) + HO), 
z=1 ” 
folglich, wenn dies fiir 1=1,,---, J, angesetzt und summiert wird, 
a h 
7: 1 
log 59) = D>) Dy ay 08 Eels) + (8) 
gai x=1 %°" 


= ¢, log L,(s) + --- + e, log L,(s) + 9s(8), 
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wo ¢,--:, é, Konstanten sind und insbesondere 


a 
2 1 
aaa 
22 
h 
ist. 
§ 179. 
Analytische Eigenschaften von %(s). 
Nach § 131 ist bei passender Wahl eines ¢, > 3 und eines a > 0 
« 1 
fiir t=, 6> i alogt 
D,(s) + 0. 
Hieraus folet gerade so, wie bei log &(s) in § 163 geschlossen wurde: 
Wenn ; 
(Pale 


ist, 20 ist fir > 4, o21—y65, 
KR log L,(s)| < ¢, log log t. 
Es ergibt sich sogar 
log L,(s) | < ¢ log log ¢; 


denn, wenn statt der dort angewendeten Formel aus § 73 


|RI(s)|<|6)| 2424" 


r—e 





die hier erforderliche andere Formel aus § 73 


|F(s)|<|y|+(p|2t2 + 24-2, 





verwendet wird, so kommt eben das eine Glied 


y| = Slog L, (1 + te is ti) 


IA 


log L,, (1 + yoga + #4). 


a0 (log log ¢) 
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hinzu. c, kann gleichmafig fiir alle x—1,---, h gewahlt werden. 
Dann ist fir |¢| >t, 621g Rd, eas 
[log L,(s) | <'e log log |), 
d. h., da bei passender Wahl von ¢, jenes Gebiet der Halbebene 6 >? 
hort. 
Aga [log (s) | < 4 loglog | 4|, 
Rt log F(s) < ¢ log log |t|, 
| B(s) | < log? |t]. 
Da ich in dem vorliegenden Primzahlproblem nur das héchste 


Glied berechnen will, verkleinere ich 6, indem ich es durch eine solche 
kleinere positive Zahl b) <<} ersetze, daB fiir 











Do 
\t| 23, 621 — ean 
und fiir 
rie 
L,{s) +9 


ist. Dann ist also bewiesen: 

Es gibt zwei positive Konstanten b, <+ und ¢ derart, 
daB in dem durch den Schnitt von @ bis 1 aufgetrennten 
Gebiete 








oS1— at fiir t> 3, 
6201-555 fats 
pie ater ee 8 
(s) regular ist und fiir 
lel3, eST— rata 


die Relation 
| &(s)| < log® | t| 
erftillt. 
Wegen 


21 : 
log §(s) = 7 log L, (s) + & log L,(s) +--+ +e, log L,(s) + 94(s) 


ist %(s) auch auf dem Schnitt, exkl. s=1, regulir und am unteren 
Ufer gleich dem Werte am oberen Ufer mal 


22 ; 
Roe 


EE EEE EOEEOeEee 
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Im Punkte s = 1, also in dem ganzen Gebiet ohne Schnitt, ist 


24 1 
log §(s) — > log a, 


regular. In der Umgebung von s=1 gilt fiir die Funktion $(s) die 
Entwicklung 
1 
38) = ——y- (4+ 46 — 1) + -4,(6— 1)? +--+) 
asa) 
1 
NR SY | P(s— 1), 


(s — 1) h 
wo 


Age 0 


ist. 


Siebenundftnfzigstes Kapitel. 


Beweis des Hauptsatzes, 





§ 180. 
Die komplexe Integration. 
Da nun 
Z 2+ 227 
1 : 
> 2 O(n)log2==.*. | SF)ds+ 01) 
n=1 2— a7 


ist, so ergibt die bekannte Anwendung des Cauchyschen Satzes (vel. 
§ 81), bei der hier nur 1. das obere Ufer des Schnittes von ® bis 
1 — 0 (wo 6 positiv und hinreichend klein ist), 2. alsdann von 1 — 0 
an der Kreis um 1 als Mittelpunkt und mit 0 als Radius im nega- 
tiven Sinn bis 1 — 0, 3. schlieBlich das untere Ufer des Schnittes von 
1— 0 bis ® einzuschalten ist, nach den im yorigen Paragraphen zu- 
sammengestellten Higenschaften von %¥(s) 


a a 
— 224 12" @(n) log t= [2 %(s)ds + O(we=*Vie®), 
w= a 


wo (@--- #) den oben angegebenen dreiteiligen Weg bezeichnet und 
a eine positive Konstante ist. 
2 
1) Die VorsichtsmaBregel des Kreises um 1 ist im Fall Ee Al GIS at. ae 


unndtig. Alsdann darf rubig am oberen Ufer von # nach 1 hinein integriert 
werden und dann am unteren Ufer zuriick nach @. 
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Nun gilt in der Umgebung von s=1 die am Pees des vorigen 


Paragraphen angegebene Entwicklung. Wenn (s — id fiir s>1 reell 
gemeint ist, sind A,, A,,--- reelle Koeffizienten. An beiden Ufern 
22 


des Schnittes bedeutet dann (s — 1) je einen bestimmten Wert; die 


s4° 
Amplituden sind renee Fiir wes ergibt sich an beiden Ufern mit dem 


22 
betreffenden Wert von (s— 1)* 
BO 4+ (4, + B@—1) + Bls— 1+ 
(s TS 1) h 
Auf der Strecke ®<s <1 ist nun 
| B,(s — 1)?+ B,(s — 1)? +++: < Bs — 1y, 
22 
eee |S Be fiferis\eres 


was in s=1 hinein integriert werden kann und auf dem Wege hin 
und zuriick den Beitrag 








@— 1” 


3 geen 
Of a(1 os) ods 
0 
liefert. Daher ey sich 





Ft 
22 
fi *%(s)ds =A if eae 0 feo 7 ded 
oe ie aye ‘ 


wo die beiden ersten Integrale rechts iiber den dreiteiligen Weg zu 
erstrecken sind. 
Wenn 21 
idee 
gesetzt wird, ist also, da 
ee = O(ae-2#Vive =) 
ist, 


221 S12 O(n) log = A, Wit ds+B Wee re ds 
So 


ew | 


3 ee —s)-1ds + O(ee-*Viee2) 
0 


‘| 
| 
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wo die beiden ersten Integrale am oberen Ufer von 0 bis 1 —0, tiber 
den Kreis um 1 im negativen Sinn bis 1—0 und dann am unteren 
Ufer bis 0 zu erstrecken sind. 

In Bezug auf 7 unterscheide ich nun vier Fille: 


ile ie ok 
we n= 1, 
3. dees ne 
4 ” = 2. 
1. Es sei 
Oe 
d. h. 
OR neal: 


Dann kénnen beide Integrale auch nach 1 hinein erstreckt werden, 
und man hat einfacher 
1 


. v (n) ; Chis Sah —min nin ee 
re ADEN: O(n) log = A,(e € Here ds 





1 1 7s 
4 of #0 = sy ase ofa = 5) 0s .0 (ce * V8") 


fa 
= yf peas 0 fx s) "ds + O(a Settee 
§ 


aa 
ist und (1 —s)" den reellen Wert bezeichnet. Nun ist 


1 1 
s 1l—wu 
x x 
Se du 
(1 — 8)” if wil 
0 


1 


1 — 
=2 fe eee CUE Oe 
0 











loga 
= x fers "dy 
(log )'~"« 
x 
Le n al = n) 


~ dog. 2) 
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und : 1 
Ofa(1 car s) "ds Ee O(a fe *'8*ul"du) 
0 0 
a 
= O(aegar=i)” 
also ¥ 
2") @ (n) log = 
(2) lim" 1, 
(log x)*~" 
wo ee 
+ 0, 
also eo ipso — ohne genauere Realitiats- oder Vorzeichendiskussion )) — 
b>0 
ist. 


Dasselbe Ergebnis (2) mit 
b>0 


werde ich nun, ehe ich weiter schlieBe, in den drei anderen Fallen 
finden. 


2. Hs sei 1 
A=3, 

d. h. 
en 


Dann hat %(s) einfach einen Pol erster Ordnung im Punkte s = 1 
und der Weg von 0 um 1 und zuriick liefert jedenfalls 


6 


— 2xibax 
mit 
b+ 0 
und daher (2) mit 
b Sa. 
3. Es sei 
: h 
ga 4h; 
dann ist 
Lene 2, 


und in (1) kann wenigstens das zweite Integral in den Punkt s = 1 
hinein erstreckt werden: 


1) Diese Diskussion ist natiirlich sehr einfach. 


OO —— eee ee 
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1 
- y(n) ae ‘ 8 1-) 
(3) 21>"? O(n) log ~ A jp ea ds + of (Ls as. 


it 
ak One” Vlog e). 
Durch partielle Integration ergibt sich 


ee 1 xe 1 x 
| eer SR ee en Se as 
-Lie—1)" 7 —1(s—1)! Beas (@—1)!- 


0 0 
oe lis hy 
ies rnd = O(1) + hoe loge fT ads 
0 0 


, 1 
2 a 
= OC yologz | —[ads, 
0 











wo 


Y +0 
ist; wegen 0 < 7 —1< 1 ist nach dem Falle 1. 


1 : 
a x 
5S SE A aD ee ie 
He ==8)1 7? ds (log a)?" ( n)3 
0 


ferner ist nach dem Falle 1. 


1 
a tea ae has Hoi eee 
x(l1—s) ‘ds ee) 
0 


Aus (3) folgt also auch hier die Richtigkeit von (2) mit 





vO. 
4, Es sei 
LR, 
a as 
dann ist s=1 ein Pol zweiter Ordnung von a st 
& (8) A, a 
2 = gts t+ stit: A 
mit 
A, += 0 
folet 
to) #50 





=(4+(s— l)xlogz+- nee 


A, x A,tloge+B,a , | 
™~ (s— 1)? fe s—1 a : 
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wo das Residuum 
A, «log a + Bx 
ist. Daher ist hier 


> 2° on) log = = A,zlogz+ Byr+ 0 (pe @V987) 


mn 1 





also 
Bess @(n) log =. 
lim n =i = =. Ay 
z: oat 
(log a) ” 
= 

wo 

b+0, 
d. h. 

b>0 


ist, wie in (2) gerade verlangt wird. 
In jedem Fall haben wir also gefunden: 


4 >/2" O(n) log = = b —*_,, aad 
( ) (72) 0g n i 24 = 0 Pe. s ? 
rd 


ae (log x) 











wo 
b>0 
ist; anders geschrieben: 


> 2’ @(n) log ~ ~b a i" 


h 





us (log a) 


§ 181. 
Ubergang zur Endformel. 


Daraus folgt bei gegebenem konstanten 0 >0 weiter 





atda 
¥(2) p/ x+onr xctodn 
>"2 @(n) log ear ee ai 
poets (log (a+ <da)) # 
xtda 
me 27? 


f= 
(log x) 


Sa 
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dh. 


atdox 


¥ (2 x 0 re) 
Drawings i+ (—* a) 
ay doga)  * (loge)? 


also durch Subtraktion von § 180, (4) 
atda 


log (1 + » SP ” @(n) + >/2” ” @(n) log ee 


n=x2+1 


x 
= b camer +o es) ; 
(log a) 3 (og ax) * 


atdaz 


0< >)?’ om) log= == 


n=2+1 





eae 


a+oz 


<tog (1 + 6) "2" tO) 


n=x2+1 
folgt hieraus einerseits 


Vin ro) | 
S200) S agy a ney)’ 


ang dogz).2 1! (log a) 
andererseits 
atdz 
x 


¥(n) () / x 
27° 0) 2 ga Ea peal = 
ase (loga) ? (log a) 7” 

































also, wenn = 5 Statt x geschrieben wird, 
V(n C3 x 
Ss O(") 2 ia 5 Ett) 
ee +6 (log a) : 
0 Ho ‘ x 
Oat Hog +8) en ais =)? 
(logx) * (log) ? 
daher ist erstens 
2” on) ' 
. : ial 
Pea = bee 
22 


(log x) gb 


660 LVII. Beweis des Hauptsatzes. 














x 
Sou (2) (n) 
fh n=1 
iim Sup Sa ee <b, 
Sere 
(log a) 
zweitens 
>? on) 
lin nfo ee ee 2 
aa 7 SG Folog iF 8)’ 
_ 2a 
(log a)" 
x 
>?” a(n) 
lim inf “=* >bd 
pas ae: 
(log) ” 
und somit 
x 
So O(n) 
lim “= =b. 
Lz x 
omer eel 
(log x) h 


Der Wert der positiven Konstanten b ist folgendermafen zu be- 
stimmen. Hs besteht der 
Satz: Die Dirichletsche Reihe 


co 


Fo) => 


nm=1 


sei ftir s>1 konvergent, und es gebe ein 7 >0, so daB 





fog 
existiert, Dann ist fiir zu 1 abnehmendes s 
lim (s — 1)" F'(s) = bI'(y). 
Cig l 


Den Spezialfall 7» = 1 hatten wir in § 31. 








1) Natiirlich folgt hieraus die erste Voraussetzung. 


§ 181. Ubergang zur Endformel. — 661 








Beweis: Wenn 


e 


gesetzt wird, ist fiir s > 1 


F(s) =>’ Sm) — esse 


n=1 


= 3's e— wER) 


Nun ist (sogar fiir alle komplexen” s) 


n+1 
1 1 we du 
wo @pip OY) yet? 
n 


n+1 


it Lees s vi 
ys wt: ab (ar ~ a) 
=s(s+ +f oe 
also 


- 1 s 
(1) ‘mt (way atti = sa) s-- 2 | 


a a, = S(2) 








not? 
Fiir s > 1 ist infolgedessen 
1 ib # ta 1). 

Ped 


| ni? ~ +1) ptt = n? 


wenn fiir s>1 


F(s) — a -Ss0(4,- erat 


= G(s) 

















gesetzt wird, ist daher 
S| S(n) 
}F@i see +) SP, 
lim (s — 1)"G(s) = 0, 
s=1 
1) Hierfiir wird die zu entwickelnde Relation (1) in § 198 zur Anwendung 


kommen. 
Landau, Verteilung der Primzahlen. II. 43 
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“elk 
(2) lim ((s = 1)"(8) ~ @ = 1)'s >80)- 0. 


Nach Voraussetzung ist 
S(n) = 


also, wie leicht ersichtlich, 


>= sti Sarre ; + A), 


n 
Drmcenicre recone: i)? 




















n=1 
wo 
im Hie, == (} 
s=1 1 
2 mn’ (log n)t~7 
ist, d. h. 
Pes S(n) 
s+1 
(3) Tine ae ele = b. 
s=i- 1 


n=2M (log ni =H 


Nun gibt es bei gegebenem 7 ein festes ganzes v, so daB fiir 
uv die Funktion von u> 1 
u’ (log w)*—" 


bestiindig mit w wichst, welches auch der Wert s >1 sei; denn ihre 
Ablebing nach w, nicer 


su’—1(logu)t-7 + (1 — n)us-? Ae 
ist (w tiberdies > 1 angenommen) positiv ftir 
slogu+1—7>Q0, 
also sicher fiir 
logu+1—y7>0. 
Daher ist 


1 du ye 1 Po du 
popes = me > 
v’ (log v)~ 7 nat a’ (log u)*—" pert) ‘(log nm) 7 Pls (logu)i—"” 
0 v 


folglich, wenn das Zeichen ~ asymptotische Gleichheit fiir zu 1 ab- 
nehmendes s bezeichnet, 








eee 
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oo 


2 og "(log n)!— “4 Soa sper 7 


Edel 
~ J wi (log u)t~" 


co 


du 
ui (log u)t~" 
é 


fo.<) 


a edz 
ee gi y 
il 
foe) 
= fee 9g1-1de 
1 


foe 
pe: : fevwi- dw, 
CES ace 
oo co 


(s — 1)" > —+__ ws fe wi-tdw 
8 1—7 
n (log ») 
n=2 s—1 
wo 
e—” wi-1dw 
7 ' 


. ain) 
Daher ist wegen (3) 


8 
lim (s — 1)" S704 = 0(x), 


n=1 








lim (s — 1)'s 7° — 5r@), 
nN 


s=1 


folglich nach (2) 
lim (s — 1)"F(s) = bI(y), 
s=1 


r= 1 


wie behauptet. 
Bei unserem Problem ist 


| log §(s). = — o log at + log ((s — 1) L,(9)) 
+ é log L,(s) +--+ + ¢, log L,(s) + 94(), 
43* 
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also | 

: 24 1 A AE P 

Dm (log (8) — 5 log —;) = ie log ((s — 1) L,(s)) 

+ elog L,(1) +--+ log L,(1) + 9,1), 
22 


lim(s — 1)" 6) 





folglich 


gleich e hoch dem vorigen Ausdruck, demnach b gleich dem Quotienten 
hiervon durch r(y): 


Wegen 
1 
1,() =] [a—z) &© 
p\k 
ist hierin noch 


lim log (( — 1) L,(s)) = log + + lim log ((s — 1) §(s)) 
s=1 e=1 
h 
= log = . 


Ubrigens liBt sich im Falle y = 2 (nicht aber im Falle? 7 = 1, 
wo der Integrand in s=1 auch nur einen Pol hat) das Ergebnis 


= 2 O(n) ~ bx logx 


auf ganz elementarem Wege erzielen. 
Es ist im Falle y= 2(A=h) 


Dk (n) O(n) = Be Q oe : 
A n=1 
iiber alle zu k teilerfremden » < a erstreckt. Hier ist fiir s>1 
: 1 f 1 
s9=-]] i s ET te), 
Pp (1 ose =) Pp 


wo p alle nicht in & aufgehenden Primzahlen durchlauft. 
Wird zunachst 
1 
¢@)=-T]—a 
a3) 
Pp 


1) Dieser Fall ist sogar der allerinteressanteste unter denjenigen, fiir welche 
die transzendente Methode erforderlich ist. 
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=1 m=1 


oo 


=> t(m) 
~ 


=1 


betrachtet, so ergibt sich bei wachsendem x fiir die zugehérige summa- 
torische Teg 


Pee) = Sx(n) 


ce Se Vaan yet syle 
=> D145 31-S6 51 
n=4 n= 1 T= esi eta 
Va z 
-> [+ S[2)-Wal- vl 
n=1 m=1 
Va + 
=2S[=|—[yz} 
n= 1 
Va 


oe oS (V4 0(1)) 


= 24 (gloga-+ C+ o(7)) + O(V2)—« 
=aloga+(2C—1)x#+4+ O(y2). 


50 - COT] (\— =) TT 0-3) 
-e@ TT (5) TT wae 


pk 
= 89 Dl 


wail p\k 


ODES ope 


n=1 n=l 


Nun ist 


235i — 


Es ist fir s>1 
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und die zur rechten Seite gehérige summatorische Funktion” 


x 


Fie Del 
Va 
— > u(n)P (5) 
we Vo. ee 
pe u(n) (log Ze = 1) a OSV ie 
Va 
wn) win)logn HO) 1 O(Va S'* 
—zlog Sue) oe “Se Mie gre pen? +0(Ve Ss) 


n=1 


=cloge (> = OF) 2a(> mls a Hess 


+(20—la(s ner le )) + 0(Va log x) 





= So loga + Ex + O(Valogz). 


Aus 
B(s) ->e. “, 
> eh 7 eee) 


eine fiir s>0O absolut tae coe und nicht verschwindende Di- 
richletsche Reihe darstellt, folet nun 


S20) -> a, (*) 
n=1 n=1 
-> d, (- ~ log < +E=) Se o> d,, Nie log . 
= (Get0g2+8e) 5), See fa Dies ee O(Vx log ey vb 


1) Es wird tiber w(m) nur die triviale Abschiitzung | u(n)| <1 benutzt. 
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also a fortiori 


x co 
6 d, 
> Ons: Pq couk 
n=1 
==] les P loge. 


pl\k 


Achtundfinfzigstes Kapitel. 


Erweiterung der Voraussetzungen. 
§ 182. 
Andere Definition von @(7). 
@(n) mége jetzt auch stets 1 oder 0 sein, aber 0 nur dann, wenn 
nm mindestens einen solchen Primfaktor in ungerader Potenz enthilt, 
welcher einer der h — 4 von ky +1,,---, ky +1, verschiedenen teiler- 


fremden Restklassen angehért. Wenn J,,,,---, 1, diese Restklassen 
reprasentieren, so ist die erzeugende Funktion offenbar 


> 9” (n) O(n) 
Ww 














n=1 
-TT [T+ 3+m+-) T70 ie -), TT L(+ aitgat:) 
v=1 pal, oN e=At+1 p= 
-I] ees aiens 
p=l, Pp p\k p O=id dh p=, ~~ pes 


Zu dem alten %(s) tritt also nur ein Faktor hinzu, dessen Logarith- 
mus eine fiir s>+4 absolut konvergente Dirichletsche Reihe ist. 
Daher bleiben die analytischen Higenschaften von %(s) unverandert, 
ebenso die Endformel 


Sy ) @(n) 
in > 0. 
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Der Limes ist gleich dem yee Limes mal 


nl 
reas IT [es 
if 
pk ee A+1 p=l, — > 


§ 183. 
Analoge Behandlung der Summe x O(n). 


n=1 
Ich mache tiber @(n) die Annahme, da es entweder der ersten 
oder der zweiten obigen Definition entspricht. Dann gehért zu O(n) 
(an Stelle des eae 2” @(n)) im ersten Fall die erzeugende Funktion 


328 -[]]]G+b+a+~) 


w= o=1 p=l, 








h 
> af 
4 he Pras} log Ly (s) + go (s) 


= ea log Ly (s) aes ice en log Ly, (s) i 93 @), 


wo jetzt gegen friiher nur die Anderung vorliegt, da 
vs R 
Ci i 


(nicht +) ist. Im zweiten Fall tritt nur der Faktor 


[TQ +54 pet IT 0+ 


pik v=A+1 p= 
hinzu, der nichts andert. 
Daher hefern die Untersuchungen der Kapitel 56—57 





on Psat) = @9:(8) 





> O(n) 

lis == See ee 
xr=co ar 
(log a) ” 


ns 


a — 


a 


x 
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n=1 








Insbesondere fiir 





eo ea eee 


bei der zweiten Definition von @(n) ergibt sich fiir die in $176 er- 


klarte Funktion B(x) 


wo 6 nach § 181 dew Wert 


ee = 





p= p 98 p=3 ae pre 


hat, der sich noch so eae ater Es ist fir s>1 


£9) = lcs. sclileaog 


5 pe 1 


1L@ = > 
n=1 
1 il a 


=H bees cable 














meet eee 
f(s) L(s) = ra TI “on as , 
lim (s— 1) £(8) L(s) = L(1) 
Z: =, 
fae ee. Vi Vl» 


t 


Neunzehnter ‘Teil. 


Konvergenzbeweis einiger klassischer Reihen aus 
der Primzahltheorie. 


Neunundfinfzigstes Kapitel. 


Hilfssatz tiber die Dirichletsche Multiplikation unendlicher Reihen. 


§ 184. 


Begriff der Dirichletschen Multiplikation. 
Es seien 
(1) aU, 
n= 
und 
(2) +B, 


Il 
ran 


n 


zwei. konvergente Reihen. Wenn beide absolut konvergieren, so kon- 
vergiert bekanntlich die Reihe 


eo 
2%, By 
nym=1 


bei jeder Anordnung der Glieder und ist dem Produkte der beiden ge- 
gebenen Reihen gleich. Insbesondere konvergiert die Reihe 


et, By + (a, Bo+ B,)-+ (@ Bg + M% By os By) + (ct, But Oty By + Og By + 064 By) +-°+, 


wo die Glieder mit gleicher Indexsumme zusammengefaBt sind, und 
die Reihe. 


ot, By + (0%, By + % By) + (044 By + og By) + (0% Ba + &% By + ot, By) ea 


wo die Glieder mit gleichem Indexprodukt zusammengefaft sind. Die 
letztere Reihe ist so zu bezeichnen: 


§ 185. Multiplikation einer konvergenten mit einer absolut konvergenten Reihe. 671 








wo 
= 


in => %; Bo 
3 | U 
ist. 

Ich nenne (3) auch ohne die Voraussetzung der absoluten Kon- 
vergenz von (1) und (2) das formale Dirichletsche Produkt der 
Reihen (1) und (2) und suche hinreichende Bedingungen dafiir, daB 
(3) konvergiert. Nach dem Obigen ist absolute Konvergenz von (1) 
und (2) eine solche hinreichende Bedingung. 

Die Quelle der ersteren ,Cauchyschen* Multiplikationsregel (kon- 
stante Indexsumme) liegt darin, daB die zwei Potenzreihen 


und 


bei ihrer Multiplikation und Zusammenfassung der Glieder mit gleichen 
Potenzen zu 


fiihren. Hbenso spreche ich bei der zweiten Regel von Dirichlet- 
scher Multiplikation, weil im Falle absoluter Konvergenz 


foo] co foo} 
>a. ya Yn 
Th pomit = n* 

n=1 n=1 n=1 


ist, wo y, die obige Bedeutung hat. 


eckes; te 


Uber die Dirichletsche Multiplikation einer konvergenten 
mit einer absolut konvergenten Reihe. 


Es gilt nun der 
Satz: Wenn 


Me 
& 

| 
aN 


= 
Il 
en 


absolut konvergiert und 


Mv 8 
— 

! 

& 


3 
Il 
an 
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konvergiert, so ist 


foo} 


Zi 


n=1 
‘ 


Vn = B, 
y l 


gesetzt ist, konvergent und 


>y, = AB. 
n=1 
Beweis: Hs werde 


Ss = A(u), 
m= 


U 


St a, | ca (a), 


28, = Bow 


gesetzt. Nach Voraussetzung gibt es u. a. ein g, so da fiir jedes wu 


Wu) <g 
und 


|Bu)|<g 


ist. Hs sei 0 >0O gegeben. Dann gibt es nach Voraussetzung ein 
4=1(0) >1, so da fiir alle g>2 und alle r>0 erstens 


+ 


ae 


, é 
el eae 


Ss 


n 
zweltens e 


|Ba+7)-B@|<;,, 


g 


drittens 
A(g) BQ) — AB| <$ 
ist. 
Nun ist 
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x 


D1.-4@B@) =>) «(2(7)- 2@) 
Ti : ; : 
=>)«(B(7)-3@)+ 5} «(B(7) - Be), 


1=Vad+¢1 


also fiir v>1?, da alsdann in der ersten Summe jedes Argument eines B 
mindestens 1, in der zweiten Summe jeder Index eines « grofer als J ist, 


x Vu x 
| é : 
S7,-4@B@|< 2 Slay |+20 | 
ee l=1 1=Va+1 
, Co) C) 
<3! i 2964 


2 


oo 
~~ 


| S7,- AB| <|374,-A@ BO|+| A@) BO) — 4B! 


was zu beweisen war. 


Sechzigstes Kapitel. 


Eulers Reihen. - 


§ 186. 
Eulers Reihen. 


Bei Euler” steht gedruckt: 
Tae tg hae Seeley a 
(1) ih pate rsh SOU aia day | 16. 2 


wo nach seinen Erliuterungen und seinem vermeintlichen Beweise die 
linke Seite in moderner Schreibweise die Reihe 


> (in) h(n) 
” 
n=1 


1) 1, S. 182—188; 2, S. 244. 
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ist und hierin y(m) den Nicht-Hauptcharakter modulo 4 bezeichnet: 
q(n) =0, 1, 0, —1 fiir n=0, 1, 2, 3(mod. 4). 

Die Konvergenz dieser Reihe habe, ich in § 172 bewiesen; was die 

Wertbestimmung — die nunmehr keine Miihe macht — betrifft, so 

kommt sie foloendermafen heraus: Fiir s > 1 ist 


Ph is abhi = 9) 1) _...) 
shee 


ry ea i 


sie arta) 


pv 








| 
= 
S 
— 











| 
Z 3 
— 
| 
no 
to | 
© 
ees 
we 
29 
BS ls 
EN 
S ~~ 








Ta 
SS ph er iat, git ae 
me ( si) if 1 ? 
ee ae ae 
folglich 
LMA) __ x(n) (m) 
Siowe is im See 
1 
=(1- 4 ara 
a eee Dela Over | 
ec ses ere Fr 
Ae 
ee 6: 
Cir ey 
ve 


fi 
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Durch Dirichletsche Multiplikation der in der Form 


1 EY Mi qe 
(2) 140+5+0—-240424..-=2 


geschriebenen Gleichung (1) mit 
eee cae Se ie eae eee 


wo die linke Seite absolut konvergiert, folgt nach dem Satz des 
§ 185 die weitere bei Euler unbewiesen stehende Gleichung 


: Soe oa Ley} ie Che eg eae ee 
See ena eo Te tee 





in der links = das Vorzeichen y(v)A(v) hat, wo v der gréBte un- 


gerade Teiler von- 1 ist. 
Ebenso ergibt sich aus (2) durch Dirichletsche Multiplikation 
mit der absolut konvergenten Reihe 





ie 1 1 2 
te eee UO eee 
die von Euler” heuristisch hergeleitete Gleichung 
i ee ety: OG te hae as pe ee nae arr | x 
aes a a eae oa Bes i 8 


in der links = das Vorzeichen z(v)A(m) hat, wo v der gréBte un- 


gerade Teiler von n ist. 
Endlich folgt aus (3) durch Dirichletsche Multiplikation mit 








tie Ee 
1 
— n i—+ 
3 
=> 
wo 
a,=1, 
a.=—2 (921), 
sonst 
a, = 0 
ist, die bei Euler®) unbewiesene Gleichung 
1 1 1 i if 1 1 1 3a 
Dea deg th saithag hh gg to et 
1) 2, S. 246. 
2) 2, 8. 245. 


3) 2, 8.°246, 
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deren linke Seite formal aus dem unendlichen Produkt 





¢ 
a—)0Q—-—)0G-PY0-DE-HMl+aG+D: 
entsteht, wo 2, 5 und die Primzahlen 4y + 3 das Minuszeichen, die 
anderen Primzahlen das Pluszeichen haben”. 





EKinundsechzigstes Kapitel. 
Mobius’ Reihen. 


§ 187. 
Mobius’ Reihen. 
Neben der Relation 


eee nee 1; 
1) 


n=1 


von der schon friiher® die Rede war, steht bei Mébius® noch — 
mit vermeintlichem, aber unrichtigem Beweis — die Gleichung 


jibe ae Novae tio ee cael wen 4 
gig toapch ti 


13a eee is ee 





ma? 


in der die linke Seite 


Srxenwe 
" 
n=1 


fiir den Nicht-Hauptcharakter modulo 4 ist. Die Konvergenz ist im 
§ 173 bewiesen; der Wert = ist richtig, wie aus der fiir s > 1 giil- 


tigen Rechnung 


1) Da&B dies Produkt konvergiert, ergibt sich aus der in § 109 bewiesenen 
Konvergenz yon 
He. 
p 
P 
Daraus folgt natiirlich gar nichts tiber die Eulersche Summe. 


2) In § 150 und § 158. 
3) la, S. 123; 1b, 8. 612. 


§ 188. Rethen mit 4(n)2”™, 677 


Seer] 2) 











P 
Len. 
LAs) 
one. 1 
= 4, (0) 
: a 
Taal 
1 
= bora 1 
1— + pF were 


folgt. 


Zweiundsechzigstes Kapitel. 


Cesaros Reihen. 


§ 188. 
Reihen mit 2(n)2 


AuBer solchen Reihen, welche schon hier vorgekommen sind, 
treten noch vier Arten hinzu. Hs sei v(m) wiederum die Anzahl der 
verschiedenen Primfaktoren von m. In diesem Paragraphen soll es 
sich um die Reihe” 

Bae ee Taye (aye) ace 
a) ae Ve A ee 
handeln, welche, k=4, x(n) = Nicht-Hauptcharakter angenommen, 
formal aus der fiir s>1 konvergenten Reihe entsteht: 


y(n) 














acsye”7®) = aaya”®™ = aya” Heong Sree! 7 
= fi i ae = 5° 


n= 
oad Ae sine oe 
4() 


a 3 
=[] ¢ ) 
“\P) 

p 1 = p 


1) Ba, S. 319; 5b, S. 86. 
Landau, Verteilung der Primzahlen. II. 44 








678 LXII. Cesaros Rethen. 





ee _u)' 
ale ae 


a ‘ 


ae ae I] 1 aes 
= (Lis)? ra A 
ee De 
~p 


=((-alGar 


Daraus folgt zuniichst nur, daB im Falle ihrer Konvergenz die Reihe (1) 











den Wert 
6 
(1 oh 4 ava : = = 
4 
hat. ae 


Ich werde gleich allgemein fiir jedes & und jeden Charakter die 
Konvergenz von 


- a(n)2”™ 
(2) >; 4,(”) ae 
rl 


beweisen. Fiir s>1 ist wie oben 











: ees 
ST y(nya(nya"™ p 
a m =iH 1 — ("9 
p* 
fe a es ee 
(170: =) pases: uP) 
p 


Da die rechte Seite von 


less 1) Sie 


Pike 





absolut konvergiert, brauche ich nach dem Satz des § 185 nur zu 
beweisen, daB die Dirichletsche Reihe fiir 


(T- 2@))) (Sere) 


“§ 188. Reihen mit 24(n)2”™. 679 








im Punkte s = 1 Pan Ich habe Ae nur notig zu Taetee 
daB das Dirichletsche ,Quadrat“ der konvergenten Reihe 


4 (n) w(m) 
n 
Gi 


konvergiert. Hierzu ist natiirlich der Satz des § 185 nicht brauchbar. 
Nach § 173 ist 


<1 (74) 1 (0) 1 
> —A+o(5)s 


nat 
? 





wenn nun 


irgend eine konvergente Reihe ist, fiir welche 
aley 
Ate) = Se, 
=A+ol- 


Vn = Gh, 


U\n r 


und 


ist, so folgt, 


gesetzt, 
= Vn => 0 On 
Imsa 
a 
a me Va Va 
~Sa3e, +50, m, — Oy 2% 
m m= 


Ve Va 
; =>) a4 (F) + > nA (5) — A(V2) (Va) 
“ Sad (5 ) = (A(V2))’, 


44% 





680 LXII. Cesaros Rethen. 





S- (608) y-2S 5 ee A(Va)) 


n=1 


Die Konvergenz von (2) ist daher bewiesen. 


§ 189. 
Reihen mit (7). 
Aus der fiir s > 2 giiltigen Gleichung 


gp(i) ae oe a % ) _ (n) 
1? a ; “ye 











-TT( + AOE) | PIED 4. ) 
= hee (= 1x0) v(p— Dil ys .-) 
Pp p 
f (P12) 
-TI(1+— ny PaO | 
Pp ( 
“TT +s 


ne IT p — pulp) + Px(P) — 4(P) 
p(p>~1 — x(p)) 


=[] DF 4) 
: pl ptt — x (py) 














1 — 20) 
- 
Spee atin 
I(s — 1) 
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folgt 
pd) Ne ae _ 9%) L(1) 
lim (* + pe le 
i 7 
Serra 
Daf wirklich 
pil) (3) , (5) _ w(@) bf 
i haper Cae fos 4L(2) 


ist, d. h. daB die Reihe links konvergiert, folet gleich allgemein fiir 


yg AM) p(n) 
n* 
bei jedem Nicht-Hauptcharakter modulo & und sogar fiir 
> x00) 9(0) 
n® 
n=1 


bei allen s > 1 und jedem Nicht-Hauptcharakter modulo k folgender- 
maBen. Fiir s > 2 ist, wie oben berechnet, bei jedem solchen Charakter 


ST a(n) p(n) _ 1 
De ee = L(s = 1) EG) 
n=1 


= un) Sra 


Fiir s > 1 konvergieren beide Faktoren is davon der zweite ab- 
solut, womit nach dem Satz des § 185 alles bewiesen ist. 





§ 190. 
Reihen mit 2”), 
Aus der fiir s > 1 giiltigen Gleichung 





gv) * 9” (3) ar ee ieee -> xin)’ a ) 


c 3 af 
Ty rte ee) 


1) Wie Cesaro (ba, 8. 319; 5b, 8. 85) unerlaubter Weise schlieBt. 
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1(P) 
coe oe 
is + p 
1 
4 (p*) 
See prs 
“c TL a ae 
(9) 
= (Ley ] | (1-212) 
p py 
1 1 
7 2 Leto t he lg ee 
= (L(s)) i l (1 A ere 
= 1 928 
by ha cA) LE 
- at Sey) 
folet 
V1 4 
: 9? (1) 9” (3) 97 (5) 9g? (D) r 16 
= ae ae Es Bi Aaa + )=cig 
6 
A: 
=> 
Dab 
9” (4) 9” (3) 9” (5) 9” (7) 1 
ee aye: Sv es eee 


ist), beweise ich durch den allgemein fiir jeden Nicht-Hauptcharakter 
modulo & zu erbringenden Nachweis der Konvergenz von 


se 9” (7) 
(1) Se. 
n=1 


Da fiir s > 1 auch in diesem allgemeinen Falle 


. v(m) 
Ser Gor TTC) 


ist, wo das Produkt eine fiir s > 4 absolut konvergente Dirichletsche 
Reihe darstellt, ist nur erforderlich, die Konvergenz des formalen 


Quadrates é y 
= He > 
(Ld) = aig n 
n=1 


m= 1 


1) Vgl. (ohne Konvergenzbeweis) Cesaro 5a, S. 319; 5b, S. 85. 


§ 190. Reihen mit 2”). 683 








festzustellen. Dies geschieht durch die Hilfsbetrachtung am Schluf 
des § 188, deren Voraussetzungen 


a, = O (-) ; 


n=x2+1 
hier wegen 
_ 4) 
Me n? 
1 
Pee) 
n=x2+1 


reichlich erfiillt sind. 
Ubrigens liefert ein allgemeiner Satz, den wir spater im § 214 
beweisen werden, die Konvergenz von 


/ (L (s))? 


y(n)2” 
> n* 
Fass 
ide alles: > 37 


Aus der hier bewiesenen Konvergenz von (1) folgt speziell fiir 
k=5, 
y(n) = 0, 1, 4, —i, —1 fiir n=0, 1, 2, 3, 4 (mod. 5) 


und damit von 


die Konvergenz von 


- 97 (1) 97?) _ 973) gv (4) 9” (6) 


1 a 9 —= Se en r fees, 











also der beiden Reihen” 








g? (1) gy 4) 9” (6) g” (9) : 
ian Te A. ie Eee 
9” (2) 9” (3) Aw) 9” (8) 
7 eae | Tmt 8 





1) Vgl. (heuristisch) Cesaro 5a, 8. 321; 5b, 8. 87. 
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S191. 
Reihen mit 1(n)/(). 
Es sei f() die Anzahl der Zerlegungen von ” in zwei positive 
Quadratzahlen. Bekanntlich” ist f(”) fiir nicht quadratische m gleich 


dem Uberschu8 der Anzahl der Teiler 4y + 1 von n tiber die Anzahl 
der Teiler 4y + 3 von n, fiir quadratische » um 1 kleiner; daher ist 











fir s>1 : 

—A(n)f(n) a(t), 4(2) 208) M(t) -2(8) , 208) —J 1. (n?) 
ee = GP ae + et) 8P + AO...) Se 
m= : t=1 

ce 4 fo ¢] ( 1 ; Qe 
Oo, Da eae 
n=1 V=a. 

also 





a ee ee =F — h 
im SOO SH) SW) _ yey 


n vv 
8=1 
n=1 


r=t1 N= 
Eo Ot eee == 
r n 6 
4 
‘eG: 


Der Konvergenzbeweis” von 


> 1(n)f(n) 
NW 
Ms 


erfordert den Konvergenzbeweis des Dirichletschen Produktes der 
beiden bedingt konvergenten Reihen 


fo°} 


Se Sa 


n= 1 nm = 





den ich fiir jedes*/ und jeden Charakter folgendermafen erbringen 
werde. 

Die SchluBweise am Ende des § 188 liefert allgemeiner fiir das 
Produkt von zwei verschiedenen konvergenten Reihen den 


1) Bei dieser speziellen Anwendung allgemeiner Siitze benutze ich diese 
aus der Zahlentheorie geliufige Tatsache, die in die Theorie der quadratischen 
Formen gehért, sich aber auch durch direkte Methoden beweisen liBt. 

2) Der bei Cesaro (5a, S. 317; 5b, S. 83) fehlt. 


$191. Reihen mit 2(n) f(r). 685 








Satz: Es sei 
L 
AU 
A(a) = aN, 
ee here 
B= O(;), 
, Ba) = 26, 
B 1 
me (toa) 
Dann ist, 
Vn “248, 
e 
gesetzt, 
Me 
Beweis: 
C(x) = >», 
= 2 % By 


Va 
«,B (7) + Dine) — A (Vx) B(Y2), 


= IMs | 
viene & | 





O(@) -A(V2)B(V2) = >'«,(B(4) —B(V2)) + So.(ac —4(/3)) 
: ‘ : Va . Va , 
ete (Togs 2s ) os (Tega = 
a, o(1), 


lim O(a) = lim A (Vz) B(yz) 


= AB. 
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Dieser Satz liefert den gewtinschten Beweis, da die Relationen 


10 (8), 


> “o) =o licen) 





n=2+1 
x(n) a(n) _ 9 (h 
. “Ree a 0 (;) g 
y(n) 2 (1) 1 
me Sei a. (aes) 
n=2x2+1 


nach § 172 erfiillt sind. 
Aus (1) folgt fiir s> 1 durch Differentiation 


“y4.(n) f(n) log n oO log n x(0) a(n) 
By eT as pee 


oe | n=1 
4 (n) $1 200) 40) log raw Maris we 
— : =e — 2¢'(2s), 
n=1 n=1 











also 


ine . 1(n) f(n) log n ->" = log n use eg. 1(n) 


ey n 
+> 4 (n) Sis (n) log n b 4 og (2) 


n=l 





+ 26°(2). 


Der folgende ee eee von 


~ i (n) f(n) log n 
Dag oes 


n=1 
erfordert zweimal die Rechtfertigung der Dirichletschen Multiplka- 
tion bedingt konvergenter Reihen; diese ist jedesmal nach dem Satz 
gestattet, welcher aus dem oben bewiesenen durch folgende Abinde- 
rung der Voraussetzungen entsteht: 


— — 0(*8"), 


117 
A()= 4 +0(js3), 


1) Den Cesaro (5a, 8. 317; 5b, S. 83) nicht erbringen konnte. 





§ 192. Reduktion auf Charaktere. ~ 687 


60 (*22) 
B(@) = B +0 (ie95): 


Der neue Hilfssatz ist richtig, da die obige Beweismethode mit der 


Modifikation 
© (ogre > “tT ) = 01) 


t=1 








zum Ziele fiihrt, und die Voraussetzungen des neuen Hilfssatzes sind 
bei den vorliegenden Reihen wegen der durch § 172 festgestellten 














Relationen 3 
; 1(n) logn eat ) 
> nm O lgere Z 
n=a-+1 
Sree ey 
=i). _—_—__—— 
n log? 
n=2x2+1 
= a(n). 1 
= n = (era) 
n=x24+1 
= y(n) i(n) log n il 
Spee ~ fh) 
n log? x 
n=xz+1 
erfiillt. 


Dreiundsechzigstes Kapitel. 


Herrn Kluyvers Reihen. 


S102: 
Reduktion auf Charaktere. 


Im folgenden soll die Konvergenz der Reihe 
<7 (nr) » (0) 
nN 
n=1 
und allgemeiner von 


(1) B 
n=1(mod, kh) 


fiir 1<1<k bewiesen werden. 


— uky+Dov(ky +0 
“5 ky+l 
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Hierzu ist nur nétig, die Konvergenz von 


<1 (1m) w(r) ¥ (00) 
(2) De 
n=1 


fiir jedes & und jeden Charakter zu beweisen. Denn im Falle 
(k,l) =1 
folgt es daraus unmittelbar durch Multiplikation mit a und Summa- 
tion tiber alle Charaktere. Im Falle 
(k, )=d>1 


ist fir s>1, wenn fl, e,4,---, 1, die Bedeutung von § 174 haben, 








—y wiky +0 (ky +) Basia: w(ty +1) (»(@)+»(ty+)) 





(ky + 1) a (fy +) ? 
y=0 y=0 
wo » andeutet, dab 
(fy +1,d)=1 
ist, also 
w(n) v(n) =H: y » (d) i oun Be w(n) er 
Sion S) He DS See 


wo fiir s=1 jeder der endlich vielen Bestandteile rechts konvergiert, | 


also auch die Reihe (1). 
Es ist also allgemein der Konvergenzbeweis von (2) zu fiihren. 
Derselbe wird sich an dient sisi piles Identitat stiitzen: 


‘ (n) ae y(n) 4(”) i (n) ~(n) e oy 
(3) stg 
> Soe 


n 








wo 


y(1) = 


y(m) =1 fiir Primzahlen und Primzahlpotenzen, 


sonst 
CS aaah 


ist. Die Richtigkeit von (3) ergibt sich daraus, daf 


> 107 Ox(F) eG) = 2) > Ou) 
I\n i\n 
ist; denn hierin ist fiir quadratfreie n = p, M: Le 


a OaG)=-1 


i\m = — u(n) v(n); 


§ 193. Behandlung des Hauptcharakters. 689 








dagegen kann fiir nicht quadratfreie » = Pimp we etwa a, > 2 
ist, in 
n 
> 7 (0) u (7) 
tin 


ein Glied nur dann von Null verschieden sein, wenn / eine Potenz 
von p, ist, und zwar-sind es héchstens die zwei Glieder 
n 


= n 
a — w( ) 
Ds Pi 


, n ” 
7 (we?) a ( a) ee w (a): 
Pr Py 


deren Summe ist jedenfalls Null, so da auch hier 


Oe (7) =— #@) r@) 








7 (p%) w ( 


und 





ist. 


§ al 9 3 . . 
Behandlung des Hauptcharakters. 


Fiir den Hauptcharakter ist infolge § 192, (3) die Konvergenz 
des Dirichletschen Produktes der divergenten Reihe 


fo} 
y(n) 
n 
n=1 


mit der konvergenten Reihe 
SY Hc) 
me? 


mat 


wo n die zu & teilerfremden Zahlen durchliuft, zu beweisen. Wenn 
alsdann die Konvergenz von : 


aS 4m) en) v(m) : “we (n) » (2) 
Syutepiee) _ Sree 
(ee U 8h 


bewiesen ist, so ist als Wert dieser Reihe jedenfalls 0 zu erwarten, da 
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; 7! A 1 orf 
lim — == lin > rag 
isl log 1 n=1 ‘ a=* oe aad p,m 
1 NYVe™ 1 1 
lim = lim 
ape a, pe 8 ee: 1 6—DES) zi 
= eS aa 1 a 
1 I 3 
ey 3 
Bie: 
Py: 
also 
lim > ret) ye poles 
‘ m= n=1 
ist. 
Nun ist nach § 28 
«x 
Lae 
n 1b 
m= 1 pbssg 
1 . 
-> Dp +a -+ o(1) = 
psx 


= log logw + b + o(1) 


und andererseits 








ye ‘w(n) ye 4 hh at + 0(s55 ) 


n= 


wenn daher 


n=1 





$00) ( : ) 
ep pine ie log x 
n=1 


oe . 
i Fee ar 


_ 2(n) y(n) 
? 


_ 4() wm) v(m) 


n 
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gesetzt wird, ist 


Sq-m 
n=1 ad 




















a On Brn 
n=1 m=1 * 
log x n 
ae ty a By i S«, 3p, 
‘ie ar ee 
n=1 
ge a 
Se es ae 100) - we 
log log x 2 =F ee 
acs noes 
ett 
=o (ghogaloeloe (cea) ) + O(log log 2+ b— log log (joo, “fe ») +0(1) 
log x7 
= 0(1)--E O (lee a =a) + 0(1) 
=o(1), 


folglich 


§ 194. 
Behandlung der Nicht-Hauptcharaktere. 


Fiir einen Nicht-Hauptcharakter ist die Konvergenz des Dirichlet- 
schen Produktes der beiden (nach § 109 und § 173) konvergenten 


Reihen 
pee 1”) 7 (n) “25 “(P) co 


ix 


und 


> u(n) w(n) 
YN 
ame 
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zu beweisen. Sie folgt aus dem Satz des g 191, dessen Voraus- 
setzungen wegen der nach § 121 und § 173 richtigen Relationen 


yan a 
Ce ay rascees 
n log « 


n=e+1 
und 
y(n) wm) ff A 
= ine Z te ;) 
n=x+1 
erfiillt sind. 
§ 195. 
Polgerungen. 


Es werde fiir nicht ganze y 


PY) =y—[y]-+4 


Ply) = 9; 
das ist eine Funktion von der Periode 1; nach der allgemein bewie- 
senen Konvergenz von 
See 
n 


oe! 
n=l 


gesetzt, fiir ganze y 


ist also fiir jeden zu x kommensurablen Wert 
bain, 
wo k positiv und zu a teilerfremd angenommen werden kann, die Reihe 
SHC) pine) 
(1) a nm te 
n=1 


konvergent, da 





np 
et) 
als Funktion von » die Periode k hat. 
Ferner hat 
| sin ane 


die Periode &, so da, falls & nicht quadratfrei ist, auch die Reihe 


(2) oy a ”) log | sin ane | 
n=1 





§ 195. Folgerungen. : 693 








konvergiert; diese Reihe ist so zu verstehen, daB die Glieder mit nicht 
quadratfreiem » Null bedeuten. In den iibrigen Gliedern hat der Lo- 
garithmus gewiss einen Sinn; denn 


sin >= = 0 
erfordert 
na _ 0, 
: sin = % 
I |, 
so daB dann stets 
u(n) = 0 


ist. 

Das Ziel dieses Pavagraphen ist nun, die Ubereinstimmung des 
Wertes der Reihen (1) und (2) mit zwei anderen zu beweisen, nim- 
lich die Gleichungen zu begriinden: 


(3) Se PG ) ->7 ) sin ne, 
(4) } Seo log sin” - > cosny, 
n=1 n= 


wo also 
y= “tn, k= 0, (a,b) = 1 











ist und bei (4) tiberdies & einen quadratischen Teiler > 1 haben mufB. 
Ich beginne damit, die Konvergenz der Reihen rechts in (3) und 
(4) zu beweisen. Wird 


pees 
e k = Ay 
=é 
gesetzt, so ist wegen der fiir (4,1) =1 giiltigen Relation aus § 110 
1 


= + log log « + A+ o(1), 
p=l 
wenn J,,---,1, ein Restsystem teilerfremder Zahlen modulo / ist, 
yey ee ta tg > oF 
pies = 6 2 . ee 6 ef 8 ma = — 1p 
Ae psa x 
= (<i Seid s+ ot elt - log log a + B+ o(1), 


Landau, Verteilung der Primzahlen. II. 45 
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also, da die Summe der primitiven Aten Hinheitswurzeln 


er... teh = u(h) 














ist, ‘ 

Bey 

DAP, 

psx 2 pse e 

eb vt 
ae 

“— pe: ner, yo 
psx ve pseu 2 


k 
=O log loge + B+ o(1), 


Se see ae log log x + B, + o(1), 


psu P 
SP 2 400) 
ps 


daher konvergiert stets 


SS 
? 
= p 
> . 
Dante sinny, 


i 


also auch 


und es konvergiert fiir alle nicht quadratfreien i 


cos p w 
re 


2 


$1 cosy 
ns cos nw. 
(eal 


In (3) und (4) konvergieren also beide Seiten. 

Um nun die Richtigkeit dieser Relationen festzustellen, verstehe 
ich unter / irgend eine ganze Zahl und gehe von der fiir s > 1 giiltigen 
Gleichung aus: 


YT w(m)y (m) : 2 < c 
(6) 2 ae tae 


m=l(mod, k) n=1 n=1 


also 


§ 195. Folgerungen. 695 





ay 6, = Sel)» (m)e"™ 


m= 
m|n 





ist. Hierin ist ftir jedes m=1 


n 


gee AO 
e™ =e"; 
denn, wenn 
: m= Mk+1 
gesetzt wird, ist 
fe (m— Mk) = 
ge ™—geg m 
n—Mk — 
= 6 m 
= 6", 


Es ist also 


Cy 


= e Su (m) v(m). 
~ injn 

Wird die Gleichung (5) tiber / = 1, 2,---,% summiert, so ergibt 
sich fiir s>1 


ae as 
(oman) Bees 
= Se 2 Swan 


Nun ist fiir s>1 


en. ogee Sete 








also . fs " 
ym”) NYe@r() 1 
oF y(n) = -> cai 
folglich 
u (in) zie ei” ite < y(n) &” 
(6) oS pare > ni yee eS 


t=1 m= 


1. Es habe k einen auaderiehah Teiler. In (6) konvergiert fiir 
s=1 die rechte Seite, wie oben festgestellt wurde; ferner konvergiert 
in jedem der endlich vielen Glieder / = 1,---, & links der erste Faktor 


Sage eee oy 


45* 
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wie gleichfalls oben bewiesen wurde, fone fais zaufolee des sonst ver- 
schwindenden ersten Faktors as solche i in Betracht kommen, fiir 


welche (k,l) quadratfrei, also! ; “ gewiB nicht ganz ist, der zweite Faktor 
ae er 
> i” e” be 
ar n 
n=1 n=1 
= — log(1 — e'¥’), 
wo der Zweig des Logarithmus gemeint ist, dessen imaginarer Teil 
zwischen — x und x (und alsdann eo ipso sogar zwischen — — und =) 


liegt. In diesem Sinne ist fiir reelle, nicht durch 22 teilbare « 


= log (1 _ ey = — log (2 sin |) — iP (=), 


ioe 2/sin® |) — mi P (2). 


r= 





also hier 


(6) ergibt also beim Grenziibergang zu s = 1 


Srey) yore log (2 cn!@) 428) Deep be ay 


=1 m= 
also, da in 1] =1,---, k nebst m=1 einfach m alle positiven ganzen 
Zahlen duronienth and k konvergente Reihen gliedweise addiert werden 
diirfen, unter Benutzung von 


a (m) log 2 = log 2 >! ae (m) 





t= 1 met 


ST de" Sao) mp Slavin) p (ne 
2 = =p - log sin | + iD ; PG), 


woraus durch Trennung des Reellen und Imaginiren die behaupteten 
Gleichungen (3) und (4) folgen. 

2. Es sei & quadratfrei. Dann werde in (6) zuvérderst der ima- 
gindre Teil: Spe 


=> u(m)» nse) St goin = See. 


W=1 m= 











Alsdann kann wegen der Konvergenz aller auftretenden Reihen zur 
Grenze s=1 tibergegangen werden, und man erhilt die behauptete 


Relation (3). 


Zwanzigster Teil. 


Ein Satz tiber Dirichletsche Reihen mit Koeffizienten = 0 
und seine Anwendungen auf die Primzahltheorie. 


Vierundsechzigstes Kapitel. 


§ 196. 
_ Erste Formulierung. 


Satz: Es sei fiir n = 1, 2,- 


die Dirichletsche Reihe 


n=1 
konvergiere fiir) 6 >y. Es sei die fir o >y durch die Reihe 
definierte Funktion f(s) im Punkte s=y regular; dann kon- 
vergiert die Reihe tiber den Punkt s=y hinaus, d. h. die 
Konvergenzabszisse ist < y. 
DaB die Reihe im Punkte s=y konvergiert, wire hier, wo alle 
Koeffizienten > 0 sind, wegen der Existenz des Grenzwertes von rechts 


oO 
. Gy 
lim > ns 
Sn 
sehr leicht zu zeigen; das geniigt aber nicht. 


Beweis: In der Umgebung vons=y+1 und zwar fiir |s—(y +1) lr, 
wo r >1 ist, ist nach Voraussetzung f(s) regular, also 


=. ae a 1 
ty So— 7-9 


es q ee 4 
SG =7 = VC "alos" 
! yt+1 
4 v=1 v 





n=0 
oO co 
(y = lige n° a,log”» 
=> nt y+ 
n=0 v=1 v 





1) Wie immer soll hier nicht gesagt sein, dai oc = y die genaue Konvergenz- 
gerade ist. Im Gegenteil:, Hier wird gerade bewiesen werden, daB die Reihe 
dartiber hinaus konvergiert. — 
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Da diese Doppelreihe fiir y + 1=s>y-+1-—v lauter reelle, nicht 
negative Glieder hat, konvergiert dort auch die durch Vertauschung 
der age ast entstehende Reihe 


ys ye Ea eat lege SA dy y(y+1—s)logy 
yt tl : yi tt 


n= 











=1 
die gegebene Dirichletsche Reihe konvergiert also wegen r > 1 tiber 
den Punkt y hinaus, was zu beweisen war. 

Folgerung; Wenn nur von einem gewissen ” =” an - 


a, 2 9 


ist, bleibt der Satz offenbar bestehen, da durch Weglassung der ersten 
m,—1 Glieder,-d. h. einer ganzen Funktion, der vorige Fall wieder 
eintritt. Kurz gesagt: Die Konvergenzgerade einer Dirichletschen 
Reihe, deren Koeffizienten von einer gewissen Stelle an >O sind, 
trifft, wenn sie im Endlichen liegt, die reelle Achse in einem singu- 
laren Punkte der Funktion. 


SctOT. 
Zweite Formulierung. 


Satz: Es sei fiir alle n>n, 
a, >0, 


und es sei die Reihe 


Gy, 
fiir s>>a konvergent. Hs sei 
B<a 
und die durch die Reihe (1) fiir 6 >a definierte Funktion 
bei Fortsetzung lings der reellen Achse fiir «>s > regular. 
Dann konvergiert die Reihe (1) fir o>. 
Hs ergibt sich also gleichzeitig, daB die Funktion fiir 6 > 8 
regular ist. 
Beweis: y sei die Konvergenzabszisse von (1); nach Voraus- 


setzung ist 
ya; 


behauptet wird 
ySB. 





§ 198. Hilfssatz wiber eine Funktion F(s). 699 








Wa 
os pa ye, 


so wire f(s) in y regulir, also nach dem Satz des vorigen Para- 
graphen die Konvergenzabszisse < y, was ein Widerspruch ist. 


Fiinfundsechzigstes Kapitel. 


Der Uberschu8 der Primzahlmenge 4y + 3 iiber die Primzahlmenge 
4y+1. 





§ 198. 
Hilfssatz tiber eine Funktion f(s). 


Ich bezeichne im folgenden mit fortlaufender Numerierung durch 
R,(s), R,(s),--+ soleche Funktionen von s, welche fiir 6 >1 und bei 
Fortsetzung lings der reellen Achse fiir 1>s > regulir sind. 
Dann ist panache die fir 6 >1 durch 


1 u it 
log(1—-get+q—gqt--) = log L(s) 
xp") 
a Ss, pm 
(k =4, x(n) der Nicht-Hauptcharakter) definierte Funktion 
= Ff, (s); 
denn fir 1 >s> 4 ist 
1 il 1 
Le ee ye = 0 
Ferner ist offenbar fiir «6 > 1 


Se Pale ay oe + Fae) 


Bf 2 
yee ra ae + Ba(s) 
Dp Pp 
1 1 
ea She + R,(s). 


p 








also 





Andererseits ist 
log ((s — #)§@2s)) = log §(2s) + log (s = >) 
= R,(s) 


(00) UXY. Der shaiaises der Primzahlmenge 4y a 3 tiber die Primzahlmenge 4y +1. 








log (28) jes + R,(s), 
p 


2 ae = log (s — 3) + Os 


p 


un ce 


also 


1 1 
ae a5 log (s—=| =f R,(s). 


Das besagt nattirlich nicht etwa, da die Reihe links fiir s >} kon- 
vergiert. Fitir 6 =1 ist es zufallig noch bekannt. 
Es sei nun f(x) die Anzahl der Primzahlen 4y + 1 <a, g(a) die 
Anzahl der Primzahlen 4y + 3 <2, 
g(a) — f(@) = P@). 
Dann ist fiir 6 > 1 


> = ~ > P=: Hens 
p 
p 
-->P Ol tae ce ange 


r= 


Nun wurde in § 181, (1) gungergelnel: 
1 1 S 
{ a, ae 
(1) n> (m-+ 1) pi | S| Sas Sit 
da 


>'P0 (4 n ia 1)° ~ ne 


n=2 











somit fiir 6 >0 eine regulire ages darstellt, ist fiir 6 >1 





2@) __, S20) + RAG 
=2 


st+1 


Sra = = log (s = >) + Ry (8). 


nN 





Ferner ist fiir ¢ >F 





Vn 
oo. =——— ro) 
gn oN 
nett §+z 
i=. n=2 logn-n 





1 
erie ae 


We 
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2 
=f (Ea + =) — 1) du +e 





: d 
- | U =p Rx (8) 


= — log (s — 3) + R,,(s). 


Fiir ¢ > 1 ist daher, wenn eine analytische Funktion f(s) dort 
durch 


- 


P(n) — 


Me 
F's) -> nm + lg - 


definiert wird, 


F(s) = (—3, +1) log (s — 5) + Bols) — Baal) 
— 1s —+4) log (s— 4) + Ba). 


s 





Die Funktion F(s) ist also bei direkter Fortsetzung fiir 1>s> 4} 


regular, fiir s = +4 singular, aber so, daB bei zu } abnehméndem s ihr 


Limes existiert. 
§ 199. 
Beweis des Satzes tiber P(x). 


Es soll nun der Satz bewiesen werden: 
Satz: Die Ungleichung 





ist bei gegebenem 0 > 0O immer pases erfiillt; d. h. es ist fiir 
ern 260) >t 





Vu Vu 
ae log x = P(x) ue iS y loga 
Beweis: Ware der Satz falsch, so wire 
_P@) 
x —— | 
Q(z“) = Ve 
log a 


yon einer gewissen Stelle an nie dem Intervall 


(1) : —d< O(u<od 
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Soanie Nun ist Q(@) als Funktion des eee Hi > 1 so beschaffen, 
daB es innerhalb zweier konsekutiver ganzer Zahlen stetig, fiir jede 
ganze Zahl nach rechts stetig ist und beim Durchgang durch eine 
ganze Zahl entweder auch stetig bleibt? oder einen Sprung 


a (Q(z) — QO@ — 8) 


macht, welcher genau 


1 


log x 








ist, also fiir a= oo den Limes 0 hat. Wenn daher (1) von einer 
gewissen Stelle an nie mehr gilt, so muf entweder fiir alle hinreichend 
groBen x 
Qa)>a 
oder fiir alle hinreichend grofen « 
Qa)s—e 


sein. Denn ohne Betreten des Innern von (—6---0) kann eben (a) 


nicht mehr dariiber hinweg, wenn nur x grof genug ist. 
1. Es sei fiir «>, (m > 2 und ganz) 


(2) Q(x) 20. 
Dann erfiillt die fiir ¢ > 1 konvergente eee Reihe 


P(n) — 


(3) F(s) -> ae n 


die Voraussetzungen des Satzes aus § 197 mit a=1, B= 3. Daher 
konyergiert die Reihe (3) fiir s> 4; dort wire 


es |Po-2 | eat 
FO2~> Bie are 


























n=2 N=No 
@ 5 Se 
k n=2 ne n=mn ~logn 


Nun existiert nach dem Ergebnis des vorigen Paragraphen 


lim F(s). 





1) Wenn nimlich » keine Primzahl > 2 ist. 
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Aber die rechte Seite von (4) wiichst mit zu + abnehmendem s tiber 
alle Grenzen; denn 


fo 3) 


Dae 
: n log n 


r= 





divergiert; nach Annahme von @ ist wegen dieser Divergenz bei 


passendem y 
y 
Da log n oes 


- 











Chew 
lim ‘ Soe Q, 
s=tn=N n *logn 
ES y 
‘: E Y 1 i : 1 
lim inf a inf a 
= 8 5 
s=$ n=mmn "logn s=$ n=mn ~logn 
= 1; 
a he 
oo 
: 1 
lm SS — Co. 





s=hn=2 *logn 
(4) enthalt also einen Widerspruch; daher ist die Annahme (2) un- 
zulassig. 
‘ 2. Es sei fiir x > (% 2 und ganz) 
Q(4)<— 0. 


Dann liefert die Betrachtung von 


Vn 
= ny) - Soe) 


yn 





a ls 
a —~ ans ies 
S) = Qin) 


s+4 
n=2 * logn 


ganz denselben Widerspruch. 
Natiirlich beweist man genau ebenso, a z. B. immer wieder sogar 


— igs < Qa) < ae 


(QAR LXVe Der aie der Primzahlmen, nge 4y-+ 3 tiber die Primzahlmenge 4y--1. 





ist. eee es ist ne jailetn o>). fin20) 0 ahaalesondes é einerseits 
lim log log (a + ¢) Q(w + «) = log log « Q(2), 
e=0 





andererseits 
lim log log (# — ¢) Q(a — €) = log log # lim Q(x — €) 
&=0 e=0 


= log log (Qe) +n) ee) 
a“ 
= log log x Q(x) + 0(1), 


1 
pe re n log log n 
n= 


ist divergent, worauf es hier beim Beweise allein ankommt. 
Selbstverstiindlich ist auch immer wieder fiir passend wahlbare 
ganzzahlige # = 1 


und die Reihe 





—d<Q(n)<0 


und sogar fiir unendlich et ganzzahlige 


<< toglorn’ 


~ log a n 


log log a Q(a) — log log [x] @((2)) 
= (log log x — log log [z]) si + (Qa) — Q(a)) log log [x] 


i an log yo (V2) =e PO) (5% ) log log [| 


da ja 





mae 


Ge xz log [a] 


i 1 & loge \ 
= (0 =a. Se O . ee ies gs 
la log ) i ee xV x ge on 2) 


a0) Gass 


Vx 
= o(1) 


ist. 











§ 200. 
Bemerkungen iiber beliebige K. 
Es versteht sich von selbst, daf der Satz iiber P(n) g giiltig bleibt, 
wenn P(n) den Uberschu8 der Primzahlmenge 6y + 5 < x iiber die 


Primzahlmenge 6y + 1< a bezeichnet. Denn auch hier ist h=2 
und fir #4<s<1 


§ 200. Bemerkungen tiber beliebige hk. ~ 705 








be) =D 
n=1 


1 Al 1g a ‘ 
co EE Oy et seach an eS 


wegen der alternierenden Vorzeichen von Null verschieden, also 
log L(s) dort regulir, und alles andere bleibt véllig ungedndert. 

Im allgemeinen Fail zweier zu vergleichender arithmetischer Pro- 
gressionen modulo k kann man tiber die Funktionen L,(s) nicht aus- 


sagen, daB sie fiir 1<s<1 nicht verschwinden, sondern nur, dah 


sie fiir s=1 nicht verschwinden. D.h. zu & gibt es immerhin ein 
© <1 derart, daB fiir @ <s <1 die & Funktionen nicht verschwinden. 
Es sei gleich @ genau dié gréBte der reellen Nullstellen aller # Funk- 
tionen zusammen. Dann ist jedenfalls 

@<1, 


und es besteht der gleich in der etwas scharferen Form des ganz- 
zahligen » formulierte 

Satz: Es seien J und lJ’ zwei modulo k inkongruente zu 
k teilerfremde Zahlen, f(z) die Anzahl der Primzahlen 
ky +l<a@ und g(a) die Anzahl der Primzahlen ky + <@. 
Dann ist bei gegebenem 0 > 0 fiir passend gewahlte beliebig 
groBe ganzzahlige n 

1. im Falle 9<4, wenn 1 bzw. V die Lésungszahl mo- 


dulo k von x? = 1 (mod. k) 








baw. 
a? = l' (mod. k) 
bezeichnet, ee et 
n) —T\n — 
z ‘c get me 0} 
log n 








2. im Falle @=1, wenn L,(s) in } von der Ordnung a, 
verschwindet, 
| 


| h 
g(a) — fo), 4 DES Wir ots Vee 
yn — 2d Go 0) + 1) ae 


| logn 
3. im Falle }<@<1, wenn L,(s) in @ von der Ordnung 
a, verschwindet, 


h 
gin)—fm) , 1 che EE 
nc 7 lew ae Se 


K=1 








logn 
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Beweis : Ee i ist. fir o > 1 
h 


a a ee D log L,(s) 


p,m 
pal 


h 
1 1 
Se an, Dx is log L,(s). 


1. Im Falle © < $ ist also fiir o >1 


1 1 1 
Sa 7 eg tO, 





und 














p,m 
pret 
Ss 1 > if il 1 
' owous sn hea Eas 
p=l p=l 
1 1 1 il a ; 
ard igi ak 8a a ble, 


p= = ¥ 


ae f(n—1) se aN “De Di 
aie Base ee oe = + Ay) 





pau par? 
ea nt se 4+ RG 
v=1 pSl, y=1 p= uP 


wenn 1,,---, 12, li,---, U die betreffenden Restklassen bezeichnen. Da 
nun fiir jede Restklasse o0 


i 3 
Dj ays “logs, —q + Bs(s) 
rae! 


Sie eae 


ist, so ist 





n> 


fo) = fe = 1) — 9) aa a alas a Eh ep) log(s a 5)+ R,(s). 


n=2 


Es werde 


g(r) — f(r) = Pin) 
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gesetzt, so daB die linke Seite der vorangehenden Gleichung 


1 Pin) — Pin —1) 
= ns 


n=2 





wird; dann ergibt sich wegen der in § 198 festgestellten und natiir- 
lich auch fiir unser P(m) giiltigen Relation 


fos) 


Po ~) Pin) — Pin —1 
SA - SMM no 


n=2 n=2 





weiter 








> Pm 4 y PH) — PwW=D 
nett ra Ss n> 4° R,(s) 
n=2 n=2 
ya 
oh os 


log (s — =) + Ri9(s) 


amd hieraus in Verbindung mit der in § 198 schon benutzten Be- 
ziehung 








mat ee 
Der = —108(8— 3) + Ba 
n=2 


fiir die durch die Dirichletsche Reihe 


fh =n, 
= PO + h nas 


mitt 











n=2 


in der Halbebene 6 > 1 definierte Funktion Fs) 
cf FA A —2 : 
Ls (- i aE 4) log (s ~ >) + By (s) 


peas) Jog (sh als) 


daher ist F(s) fiir 1 >s > regular und fiir s =+ entweder regulir 


2 


(2 =1’) oder singulair (4 2 4’), jedenfalls aber so beschaffen, daB 
lim Fs) 
existiert. 


Die Funktion 
200. re a 


UES 








nae 
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sande nun heue Wineries yon m zun-+1 die Anderung 


Q(n +1) — Q(”) =: ns ef ze 


log (n + 1) logn 
_ Po) + 00) _ - Poy, 
Yu+i1 Vn 


log (n + 1) log n 
log(n+1) logn log n 
= 'P q a = = 
Boe Fok he aa 
see wee 
logn\ . 
pie ee Vn =) 
= 0(1). 
Wire daher die Behauptung falsch, d. h. von einer gewissen Stelle 
an nie eh Oe 
so wire entweder fiir alle hinreichend groSen » 
Q(n) = 
oder fiir alle hinreichend groBen 
Qn) <— 8. 
Von jetzt an geht der Beweis wie in § 199 zu Ende, und der 


erste Teil des Satzes ist bewlesen. 
Bei dem in $§ 198—199 behandelten Beispiel ist 


pad ee = tno eee 

















2. Im Falle O=1 mige L,(s)«%=1, yo ee =; von der 


Ordnung a, verschwinden, wo also nicht alle a, Null sind; tibrigens 
ist jedenfalls 





a, = 0. 
Dann ist 
1 a f 
Par = 710 a ise 20) log (s — -f * R,s(s); 
pe 1 
wegen 
uf 
mp? Ry,(s) 


§ 200. Bemerkungen iiber beliebige k. - 709 























nebst 
; Dn + log (s — 5) + Ry, (s) 
ist daher a 
h 
SP Ale, iD ad + 4)tog(s — 5) + Bl), 
p= f= 
ebenso , 
h 
QF = = log — cur AD aa = 5) log(s — 5) + R,,(s), 
p= Pas 
folglich 
Es) , h 
SUM pn bat 9 1 Soon ty) SD nl 
=2 Z2= 


+ Fy, (s), ‘ 
woraus jetzt, da nur der Zahlenfaktor von log ( — 5) sich geandert 
hat, alles weitere wie oben folet. 


3. Im Falle 1 << @<1 mégen jetzt abweichend vom Bisherigen 
R,,(s), --- Funktionen bedeuten, welche fiir o>1 und @ SSL 
regular fad Dann ist, wenn L,(s) in @ von der Ordnung a, ver- 














sch windet, 
h 
1 1 i al 
ire =o log; —1 =e aD te ve. 0) log (s — cilae Fi,9(s), 
pret gor 
1 oe. 
Bes =a + Foo(s) 
a le 
1 x 
== OS ee > Lp bss — 0) + By (8), 
h 
1 1 1 1 a, 
Dae aay log—— 1 an h Dhraie log (s ae @) ae Fx(8), 
pal Foal 





oo h 
=a th ——1 1 al 1 < 
> ee) _ ss re a, Ge B 70) o8e— @) + Fa, (s), 


=2 rao b 


yie=4) D4. (g0y 7) FBC + Fa) 


Landau, Verteilung der Primzahlen, II. 46 
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woraus wegen 6 
n 


log a» cece 
S-Di mee 


n=2 





= figw 41-6) =I)du +e 


= — log (s — @) + Pas(s) 


folet: 
C) 


: Pot ds > © =) ee 
F()=> nit 


n=2 


if eae Pal ; 
bes ide Aart He 0 — Dlogs— 9) + Bul) 
Nun erleidet die Funktion 
h 
P(n) 1 leans eS 
AU n® + onl 7 aa 
logn 
beim Ubergang von » zu n + 1 die Anderung 


Pin) + OU) == Eis) eT 2) (“8 = lye log -) a6 (78) 




















(n+ 1)? n? (n+ ih n? n®? 
log (n + 1) logn : : 
Re n logn log n 
e 0 (ee aa er) 8 o( n® ) 
log 
Ole) 


=o (1), 
woraus sich alles weitere wie oben ergibt. 
Wenn man mit einer weniger komplizierten Vergleichsfunktion 
zufrieden ist, kann man nattirlich die lange Konstante im Wortlaut 
~ des Satzes ersparen und z. B., 


@, = Max (4, 9) 
gesetzt, in allen Fallen schlieBen: Es ist ftir unendlich viele ganz- 
zahlige nN |g(n)- =f < 
n® 


In der Tat folgt aus dem in allen drei Fallen des Satzes mit kon- 
stantem B giiltigen Wortlaut 


§ 201. Angabe der Behauptungen. W141 























( 
" oO, 
‘ log n 
weiter 
9@)—f0) _ B 
nor a n log n? 
| 9%) — [Bl +8 
’ | nor logn ’ 





was fiir alle hinreichend groBen n kleiner als 0 ist. 


Sechsundsechzigstes Kapitel. 
Sitze tiber (x). 





§ 201. 
Angabe der Behauptungen. 


Es sei x(x) die Anzahl der Primzahlen < gz, 
o(@) = a (a) + ga(Va) + $a (Va) + 


1 


psx 


Das genaueste tiber x(x) und o(x) bekannte’) Resultat lautet 


a (2) a eet) 
pen eV 82 
0(2) ale oe } 


Ferner ist bekannt®, wenn auch vielleicht (nimlich, falls in 
Wahrheit © = 1 ist) wertlos: Falls @ die obere Grenze der reellen 


Teile der Nullstellen von £(s) bezeichnet, ist 


x 


(ae) = Shee + O(x" log x), 


(4) = ~ fis a O(a°® log «). 








1) Vel. § 81. 
2) Vel. § 94. 
46* 
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SchlieBlich ist leicht ersichtlich, daB fiir 6 <<} weder 


d | 
x (2) a 4+ O(a") 
2 


noch 
x 


d 
(a) — f+ 0@) 
2 


sein kann; denn dann ware 


(2) — nen — OW) 


bzw. 
1 
2(2) — > teen — OC? 
n=2 


und dies wiirde besagen, daB die durch die zugehérigen Dirichlet- 
schen Reihen definierten Funktionen 


(1) log £(s) SSS + icc — 1)du 


m=2 


bzw. 
log &(s) + {Geo —1)du 


fir 6 >i regulir sind, was fir die komplexen Wurzeln von £(S), 
deren es in jener Halbebene unendlich viele gibt (und bei (1) iiber- 
dies fiir s = +4) nicht zutrifft. ; 

In ganz anderer Richtung befinden sich nun folgende vier tiefer 
liegenden 

Sitze: 1. Bei gegebenem 0 >O ist immer wieder einmal 


du @-—3d 
TD Nae / lipucae 


2 


und immer wieder einmal 


du Gao 
o(e) — f <2 
2 


1) Fir x(x) war dies schon in § 93 bewiesen. 
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2. Es ist immer ee ae 
a Va 
1 du @-—<é 
a(x) — ihe log u f, ee ae 


“ 





und immer wieder einmal 


, du @-—d 
(2) ~ fri ae gee ; 


3. c sei gréBer als der kleinste absolute Betrag einer 
nicht reellen Nullstelle von €(s). Dann ist immer wieder 


einmal 
x 
du eV at 
o(e)— faa, a ec logz. 
2 


und immer wieder einmal 








1 V2 
Q(z) — ea ae log a 


4. Es ist immer wieder einmal 
: Vz 3 
du du 1 Ya 
(a) = [Soe as ie woe log x 
2 Zz 


und immer wieder einmal 








1 Ve 
m(2) — fee} gag on < ~e loga 


Zur Orientierung bemerke ich gleich, daB die Sitze 3. bzw. 4. 
im Falle 








7< 9381 


in 1. baw. 2. enthalten sind, also nur im Falle 


at 


berg 
eines besonderen Beweises bediirfen. In diesem Fallé sagen die Siitze 
3. und 4. offenbar mehr aus als 1. und 2. 
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§ 202. 
Beweis des ersten Satzes. 


Es ist natiilich nur nétig, fiir 


(1) P(2) = 0(t) — > teen 


an Stelle von E 


o(2) — Jee ae 


die Behauptungen zu beweisen. Zu (1) gehdrt, wie schon in § 201 
benutzt wurde, die erzeugende Dirichletsche Reihe 


, = i See Since eS a i (E(u) — 1) du. 


p,m n= 


Wenn R,(s), R,(s), +++ Funktionen bezeichnen, welche fiir «6 > 1 
und bei direkter Fortsetzung firs Ss @ regulir® sind, ist”) 


log £(s) + fw —1)du= £,(s), 





also fir 6 >1 





TPO Bet : 
>) = ns deat Is RF, (8), 


n=1 


DFO) ls — wee) — BO 
folglich bei Anwendung der Relation (1) aus § 198 


s > =- fi, (s), 


n=1 


IP 
Dae = f(s). 


a=1 





I. Es sei nun von einem gewissen ” an 
P(n) <n? 
1) In dem — keineswegs trivialen — Fall, daf in Wahrheit 6 = 1 ist, heift 


dies eben: ,,fiir s==1 regulir‘. 
2) Die folgende Funktion ist ja sogar fiir s > — 2 regular. 





§ 202. Beweis des ersten Satzes. 716 








SOO) 


De R,(8) 





ist, so wire fiir o> 1 


= ne 3 P( ; 
ea = R,(s), 


ae | 


also, da von einem gewissen an alle Koeffizienten dieser Dirichlet- 
schen Reihe > 0 sind, nach dem Satz des § 196 


Co 
n9-9_ P(n) 
> ; nit 
n=1 
iiber @ hinaus konvergent. Da nun 


foo} 
rode 0) 
2) tt 
n=1 
dies gewi8 tut, wire 
foe} 
P(n) 
Da 


ma 





iiber @ hinaus konvergent. Weil endlich 


foo} 


= 1 1 P(n) 
D> PO are wary) 2 eet 
n=1 m=1 
wegen der Relation (1) des § 198 eine fiir 6 >0 regulare Funktion 
definiert, wire 


log €(s) +f (E(w) —1)du 


fir 6 >@—s, wo ¢>O ist, regulir, was der Definition von 0 
widerspricht. 
II. Wenn von einem gewissen ” an 


P(n)>—n°~* 


ist, schlieBt man aus 


oo 


@O+0 P 
> = BG) 
nN 


 n=1 


ebenso zu Ende. 


1) Es ist sogar eine fiir o> @— 0 konvergente Dirichletsche Reihe. 
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§ 203. 
Beweis des zweiten Satzes. 


Es geniigt, fiir 
P(x) a m (a) — See oi Distr 


an Stelle von 


x 


du 1 Pau 
x (2) leiee + 2} logu 
2 2 
die betreffenden Relationen zu beweisen; denn es ist 


— 1 er 
Rarer ~ J log wu +. 01), 
n=2 2 

: 1 i du 
= =f == O(1 
D> aieiath ote Vee auc? 
2udv 
fi 2 log» + O(1) 


_ |e aes Oe 


9 


a 


Fiir obiges P(a) ist die zugehorige Dirichletsche Reihe 


mee oe Sia Se 


kip b 


—logt(s) —+ = ERAS) + feem—nae—tf (e(u42)-1) au 
= leg say ay Ry) 198 a log + 3 log: = 
= R,(s) j 


pp (2) Ge oz om 
: OF wit + RQ) 




















2 shee 





oo P(n) 
DSH = R,)(s). 


n=l 


§ 204. Beweis des dritten wnd vierten Satzes. TAM 








-_ Daraus folgt wortlich wie beim Beweise des ersten Satzes weiter, 
daB weder fiir n > n, 
P(n) <n, 
noch fiir n > n, 
P(n) >—n?-? 


sein kann. 


- § 204. 
Beweis des dritten und vierten Satzes. 


Wie schon oben bemerkt, darf 
Gr 
angenommen werden, da sonst nichts Neues zu beweisen ist. Wenn 
f(a) die Bedeutung des § 202 oder § 203 hat, ist nach den dortigen 
Ergebnissen die fiir « > 1 durch 


> 
(poe 

n=1 
definierte Funktion F(s) auch fiir 1>s => regulir, und sie ist in 
der ganzen Halbebene 6 > + regulir, da dies dort exkl. s = 1 -nach 
Voraussetzung von log €(s), also von der fiir 6 > 1 durch 


x3 
Pp 
Pp 
definierten Funktion gilt. Nun ist die fiir 6 > 1 durch 


1 1 1 
a Ae Spee — log &(s) 
Pp Pp 
definierte Funktion fiir 6 > + reguliir, also die fir o >1 durch 


a — log £(s) 


Dp 
definierte Funktion fiir 6 =4+ ti, t2 0 regular; daher hat F(s) aut 
der Geraden 6 =+ unendlich viele logarithmische Singularitaten, die 
komplexen Nullstellen von £(s); es ist, wenn 3+ 7? eine solche xter 
Ordnung ist, Sige ; 
F(s) — Zlog(s — 4— 78) 
im Punkte s= 4 + yi regulir, also insbesondere bei 2u Null ab- 


nehmendem ¢& . ' 
i eG tet) 
e=0 log é e+yi 
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Hs sei speziell eine Nullstelle + + y¢ von kleinstem absoluten Betrage 


gewihlt. Das ¢ der Behauptung ist dann >/1 + 7°. 
Wiire nun von einem gewissen an bestindig 











1 Yn 
P(n)< na 
bzw. bestiindig y 
1 n 
P(n) 2 i. i ’ 
so ware, da 
co s+4 


s+1 
ang en | logn 


me Vr =—5 fw —1)au 


fiir 6 >} regulir, also die durch 








eee 
() Se 
nitt 
n=2 
bzw. 
Vn 
= + P(n) 
clogn 
2) SUES 
n=2 


fiir ¢ > 1 definierte Funktion fiir 6 > 4 regular ist, die Dirichlet- 
sche Reihe (1) bzw. (2) math dem Satze des § 197 fiir o> 3 + kon- 
vergent, also fiir 6 > 


o 


be 
FO east 


nm=1 


- S20. 


ese P(n) x 
lim Fo > F => if 
a Pek S Toe are sty 


ues 








Es wire also 





s+ 
Ferner ist, da (s+ 4), also auch {Ew — 1)du fir s = $+ yi re- 
gulir ist, : 








oo — 
1 n 
lim hes > aad = (), 
re é€ a 
ae n=2 en? . 


log n 
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also 








s+ 


Andererseits ist F’(s) fiir s = 4 regulir, und uf (wu) — 1)du wird 


dort wie log (s — >) ‘anendlich, so daB 


1 P(n) 
ule ee ae ==), 
n=2 n* 

















also 
os) Vn Sa 
1 Bizet ) 1 
ape Fs = 3 Gree 
e=0 498 ore ut 
ist. 


Da nun fiir n>, 


A P(n) >0 





























clogn 
vorausgesetzt wird, so miiBte wegen 
| 1 alee. 
| Shetyi Toe 
n 
li il logan eden i > clogn + ae 
i, — loge Stetyi roi e=0 — loge Se 
n=2 n* n=2 n 
sein. Das gibt 
% 1 
dake 
ae acco 
1 1 
@= [ft ni)’ 
V+ 7. es C, 


gegen die Annahme. 
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, i Sie , ’ ie ; 
i H ‘ h 
; 7, . i et 
7 *’ = hp i r A 
, ° ~ * 
: ar 
& vi + 4 . 
. i = // Py 
oF puss 7 ad 
* ‘ . iy 
‘ v* x 4 i 
al if : 
- : 





- SECHSTES BUCH. 
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Einundzwanzigster Teil. 
Historische Einleitung zum sechsten Buch. 


Siebenundsechzigstes Kapitel. 


Historisehe Einleitung zum sechsten Buch. 


§ 205. 
Historische Einleitung zum sechsten Buch. 


Im Verlaufe dieses Werkes sind oftmals Satze tiber Dirichlet- 
sche Reihen mit komplexen Variablen bewiesen worden, meist nur in 
dem Umfang, welcher an der betreffenden Stelle erforderlich war. 
Diese bisher vorgekommenen Siitze werde ich zunichst nochmals zu- 
sammenstellen; dies wird keine bloBe Wiederholung sein, da ich hier 
an Stelle des speziellen Typus 


ay, 
(1) tn 
gleich allgemein den Typus 
2) 3a,e" 
n=1 


behandeln werde, wo die 4, reell sind und 
1 ae ae a ET es aa 


lim 1, = co 


ist. Das enthalt die speziellen Dirichletschen Reihen (1) fiir 
1, = logn, 
aber auch die gewohnlichen Potenzreihen fiir 
h, =. 
AuBer den Satzen, deren Spezialfille bei 
1, = logn 


ihm schon begegnet sind, wird der Leser eine grofe Anzahl anderer 
wichtiger Theoreme in diesem Buche kennen lernen und dabei auch 
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speziell manche Higenschaft der Riemannschen Zetafunktion, von der 
bisher nicht die Rede war. 

Historisch bemerke ich: 

Herr Jensen” hat 1884 entdeckt, daB das Konvergenzgebiet der 
Reihe (2) eine Halbebene ist. 

Herr Cahen® hat 1894 zuerst die Dirichletschen Reihen als 
Funktionen komplexen Argumentes studiert und viele grundlegende 
Tatsachen bewiesen. Alsdann enthiilt aber der auf die allgemeine 
Theorie der Dirichletschen Reihen beziigliche Teil seiner Arbeit eine 
Reihe von Fehlschliissen verschiedenster Art und mit ihrer Hilfe eine 
so groBe Zahl tiefliegender und merkwiirdiger Gesetze, daB vierzehn 
Jahre erforderlich waren, bis es méglich wurde, bei jedem einzelnen 
der Cahenschen Resultate festzustellen, ob es richtig oder falsch ist. 

Im Jahre 1908 war noch manches davon iibrig geblieben. Hier- 
yon wurde endlich die Entscheidung geliefert: 

1. durch Herrn Hadamard*® bei einem Theorem (wenn auch 
nur unter einer einschriinkenden Voraussetzung), ; 

2. durch Herrn Perron® bei allen Sitzen (bzw. Nichtsatzen) bis 
auf einen, den weder Herr Hadamard noch Herr Perron erledigen 
konnten, wie sie besonders erwahnen, und schlieBlich 

3. durch mich® fir dies tibrigbleibende Problem: Die (negativ 
ausgefallene) Entscheidung der Frage, ob es wahr oder falsch ist, 
daB das formal gebildete Produkt zweier in derselben Halbebene kon- 
vergenter und ein absolutes Konvergenzgebiet besitzender Dirichlet- 
scher Reihen stets in jener Halbebene konvergiert. 

Zu den Cahenschen Problemen sind inzwischen noch viele wei- 
tere hinzugetreten, insbesondere die bisher durch mich® und Herrn 
Schnee” erst zum Teil geklarte Frage nach dem Zusammenhang 
zwischen der summatorischen Funktion 


x 
aM, 
Cree | 


und der Art des etwaigen Unendlichwerdens der durch die Dirich- 
letsche Reihe (1) oder (2) definierten Funktion auf vertikalen Geraden. 


1) 1 

2) 8. 

3) 95 10. 

4) 1. 

5) 84, S. 264—266. 

6) 34, §. 252—255; 42, S. 58—58; 46. 
7) 2. 
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All dies will ich hier im Zusammenhang darstellen und gleich 
den allgemeinen 41,-Typus ansetzen. Ls setzt sogar im Spezialfall 


n= logn 


manches in helleres Licht; da friiher z. B. bei 





2+00% 
1 2 o'8) a x 
as ie RO ds = — >/log plog on (> 0) 
2—cot pr<a 


das Funktionszeichen Logarithmus in zwei Rollen auftrat, so erhilt 
diese Identitiit eine viel prignantere Bedeutung, wenn sie unter Vor- 
aussetzung der Konvergenz von 


oo 
2 |4,| 6% 
n= L 





in § 241 zu 
Btot 
1 Co 
3, fZ3acuds— Sa,(loge—1,)  (@>0), 
ee oa An Sloga 
d. h. zu 
QZtoi ; 
1 es ~ 1 d > a za) 
——-, | Caen $= A aC — LS 
ae ees ae apse al ") a 
—co?7 


verallgemeinert wird. 


Qandau, Verteilung der Primzahlen. II. AT 


Zweiundzwanzigster Teil. 


Grundlagen der Theorie. 


Achtundsechzigstes Kapitel. 


Das Konvergenzgebiet einer Dirichletschen Reihe. 





§ 206. 


Existenz der Halbebenen bedingter und unbedingter Kon- 
vergenz. 
Satz 1”: Es sei 


(1) f(s) =. ew 4n8 


fiir s=s, konvergent, oder es sei auch nur fiir wachsendes « 


Da, 72 = 01). 
n=1 


Es sei 
: HR (s,) > HR (sp). 
Dann ist 
f(S1) 
konvergent. 


Beweis: Wenn 
x 
> 4, en = § (a) 
Ts 


gesetzt wird, ist nach Voraussetzung 
[S@) |<, 


also fiir ganze v,w, wo w >v=1 ist, 
Sa,6'" = (Sin) — Sa—1)) gas 


w 
=>'S(n) (e7 tn —¥)__ g-An gale) _G(p— Le ty S(w)e7*o+16—%), 
n=” 








1) Vgl. § 42 fiir den Spezialfall 2, = logn. 
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as w 
| Sa, ** <A Se ($= 80) __ g- 4a +1 (8 — #0) 
n=v 








Ago ROm%) 4 ptt Rem) | 


; N= 
Nun ist 
An +1 
etn ($—%) eo int 1— 4) __ Goa J4 —u(s— ) du, 
ant 
|e 4n@— 90) _ a rani s— alee, fe —uk (s— ”) du, 
folglich 
=i An+1 
|e, é ml < Als— aes ah ee So) du+ Ae” » K(s— 4 Ag wri RO 80) 
n=074- 


aw4i 


—A|s—s,| ch Be see te 8!) 1 er ea RG 8d 
’ Z 


Falls 
S =F Sp 


ist, ist also 


w 


ae Isl 2, 9-2) — 4 |8— Sol 4418-2) - 
(2) 2a <48G=8)° ater as 





Ae eR OW) 4g og twe 1h O— 40) 


Nach Voraussetzung ist nun 
H(S,) > Hp), 
also 
lime 


=O 


— 2, K (81 — 80) art) 
? 


lim e~ “0418 _ Q, 
(2) lehrt daher, daB 
f(s) 
konvergiert, womit der Satz 1 bewiesen ist. 

Eine Dirichletsche Reihe, die in einem Punkte konvergiert, 
konyergiert also in jedem mit Bezug auf die Abszisse rechts gelegenen 
Punkte. 

Hine Dirichletsche Reihe braucht nirgends zu konvergieren und 
kann tiberall konvergieren, wie schon in § 42 durch die zwei Beispiele 


co 0° 
Dd as > n! en slogn 
n=1 


n=1 


4q* 
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und 


1 Cc 
a! — SS e-slogn | 
Oe n\ ~ . 
n= 1 
festgestellt war. 


Satz 2): Wenn eine Dirichletsche Reihe (1) weder tiber- 
all noch nirgends konvergiert, so gibt es eine Zahl « derart, 
daB (1) fiir o <a divergiert, fiir o >a konvergiert. 

Beweis: Wortlich wie in § 42 ist auf Grund von Satz 1 zu 
schlieBen: Die Hinteilung der reellen Punkte in Divergenz- und Kon- 
vergenzpunkte bestimmt einen Schnitt w, der die verlangten Higen- 
schaften hat. 

c heiBt die Konvergenzabszisse, 6 = « die Konvergenzgerade. 
Fiir « = co wird der extreme Fall ,,nirgends Konvergenz“, fiir «= — oe 
der extreme Fall ,iiberall Konvergenz“ einbezogen. 

Satz 32: Wenn eine Dirichletsche Reihe (1) fiir s) absolut 
konvergiert und 


n=l 


oi 


H(s,) > RS) 


ist, so ist (1) fiir s, absolut konvergent. 

Beweis: Aus der von einem gewissen » an (namlich fiir 2, > 0) 
giiltigen. Abschitzung 
An 80 


An | — Ay (81 = 40) 


hae. % 


Le % = |G, | |e 


<|ae°"| 
folgt die Behauptung ohne weiteres. 

Eine Dirichletsche Reihe braucht nirgends absolut zu kon- 
vergieren und kann tiberall absolut konvergieren, wie die zwei obigen 
Beispiele zeigen. sop 

Satz 49: Wenn eine Dirichletsche Reihe (1) weder tiber- 
all noch nirgends absolut konvergiert, so gibt es eine Zahl 
6B derart, daB (1) fiir o<# nicht absolut konvergiert, fiir 
6 > 6 absolut konvergiert. 

Beweis: Wie beim Satz 2. 

Es: sind die beiden extremen Falle passend mit 6 =— oo und 
B = co zu bezeichnen. 

Nun haben die speziellen Dirichletschen Reihen, wo 

i, = logn 


1) Vgl. § 42 fiir den Spezialfall 2, = log n. 
2) Vgl. § 42 fiir den Spezialfall 2,,— log n. 
3) Vgl. § 42 fiir den Spezialfall 2, = logn. 





§ 206. Ezxistenz der Halbebenen bedingter und unbedingter’ Konvergenz. 729 











ist, wie wir in § 42 sahen, im Falle einer Konvergenzhalbebene stets 
auch eine absolute Konvergenzhalbebene; der Abstand der beiden 
Geraden 6 = a und 6 = 8 war sogar stets héchstens 1. Diese Higen- 
schaft, welche viele Beweise erleichtert, fallt bei den allgemeinen 
Dirichletschen Reihen fort; z. B. ist offenbar bei 


i) be i) 
(—1) a > (— Lye e— 8 loglogn 
n=2 


nr=2 dog n)* 
Ee 





da fiir s > 0 die absoluten Betrage der mit alternierenden Vorzeichen 
versehenen Glieder monoton gegen Null konvergieren und da die 
Glieder fiir s <0 nicht den Limes 0 haben; ferner ist bei jener Reihe 


p= o, 


Se 
> (log n)° 
fiir alle reellen s divergiert. 
Die folgende Tabelle wird zeigen, da8 in den Relationen 


— 0 <a<p<oo 


da 





in Bezug auf Gleichheitszeichen alle logisch denkbaren Fille moglich 
sind; falls 
a<B 
ist, heibt 
CLG 


der Streifen bedingter Konvergenz; fiir 
a= B, 
was fiir gewodhnliche Potenzreihen (von e~’) 
4, = 
stets eintritt, ist er in nichts zusammengeschrumpftt. 


1) Uberhaupt kann allgemein 


eo co 


= iy 8 Gn 
Ane = o 
are te 


nat n 


gesetzt werden, wo die /,, = e’n positiv sind und monoton ins Unendliche wachsen. 
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Erstes Beispiel: Hs ist 





fiir 
ene 
nv! 
we | 
Ca | 
Zweites Beispiel: Hs ist 
—m=-a<cp<ow 
fiir 


se 
N 
Pa J (logn)* 


Denn offenbar ist bei reellem s die Reihe konvergent, da die Glieder 
alternierende Vorzeichen haben und da ihre absoluten Betrage von 
einer gewissen Stelle an monoton zu Null abnehmen; die Reihe der 
absoluten Betrage ist ftir s< 1 divergent, fiir s > 1 konvergent, so dab 


“a=— oO, 
ered 
ist. 
Drittes Beispiel: Es ist 

—mo=-a<fp=o 

fiir 
(— 1)" 
Vn 


“Hosen 
Pm (log 7) 


denn offenbar ist bei festem reellen s die Reihe aus dem beim vorigen. 
Beispiel angegebenen Grunde konvergent, und die Reihe der absoluten 
Betrage ist fiir kein reelles s konvergent. 

Viertes Beispiel: Es ist 


—o<a=—f<-0co 


foe} 
1 . 
n*? 


n=1 


fiir 


denn \hier ist 
G== 4, 
i. 


Fiinftes Beispiel: Hs ist 
—-w<a<cp<oa 
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fiir 
ie ae 





denn es ist hierbei 
. gO, 
bal 
Sechstes Beispiel: Hs ist 
WS ae p=ow 


fiir die schon oben ecg ee Reihe 


n= 


denn hier ist 


Siebentes Beispiel: Es ist 


—o<a=—fp=oo 
fiir 


n! 


nN 
vei 


s 


§ 207. 
Uber die Lage der Konvergenzabszissen « und B. 
Es sei « endlich; da durch die Substitution 
s=s' +6 
die Dirichletsche Reihe 
Do We 
(pal 
wieder in eine Dirichletsche Reihe 
By ,€ Ane oe A, 3 
n=1 
mit der Variablen s’ tibergeht, kann ohne Beschrankung der Allge- 


meinheit fiir die Aufgabe einer expliziten Darstellung von a ange- 
nommen werden, daf 


a>0O 
ist. Dann gilt der 
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Satz 5): Wenn die Konvergenzabszisse einer Dirichlet- 
schen Reihe > 0 ist, ist sie durch die Formel 


‘ log | > %| 
: ek 
a = lim sup — 
rw=o x 


gegeben. 

x hat dabei ganzzahlige Werte zu durchlaufen. Der Satz wird 
sich auch im Falle «@ = o6 als wahr herausstellen. 

Beweis: 1. Hs ist zu beweisen: Wenn der wegen der voraus- 
gesetzten Divergenz der Reihe fiir s = 0 nicht negative Ausdruck 


log | Sa, 


in arp ———— oly 


xr=o0oO hy 


gesetzt wird, so ist, falls L endlich und 0 > 0 ist, die Reihe 


f(s) = Saye 


n=1 





fiir s= L-+0 konvergent; das bedeutet alsdann 
o= b. 
In der Tat ist, wenn 


Sa, = Ale) 


gesetzt wird, von einem gewissen ganzzahligen 2 an, d.h. fir 
x > = £§(0) erstens 
1,>0, 
zweitens 
log | A 
pol ee ee 


x dy (2+4) 
| A(z) l<e ies 
daher ist wegen 
4,6 '** — S(Am) — Atn— 1) 


n=v0 n=B 


= A(n)(e-*™* - enti") vi A(v ie Let? ae A(w)ete+18 


n=0v0 





1) Vgl. § 32 fiir den Spezialfall 2, —logm; damals waren die a, noch reell 
vorausgesetzt. Offenbar gilt der folgende Beweis auch im Falle «0, wenn die 
Reihe fiir s=0 divergiert oder gegen einen von Null verschiedenen Wert konvergiert. 
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fir w>v>§+1 
ya, en in cael <> An (2+4 #)(¢ —Apn (ZL +0) SS oy nt eo) 


n=v 
C) ; é 
4 need —i,(L+0) si ie (2+4) = diy 41 (L+9) 


) An+d 


ro | 


é é 
paul +O) dag L J (2+) —A,(L+0) a joi (Zr9 5) ~tw 41 E48) 


Bate S cals 


ame an 


w an+1 +5) Mer zie sare 
es e Or Sie ata 


sis Ja 
Port 2 6 


O 
1 —A 
CVI re acy iy ek 


 b+eé 
Ay 
was fiir v=oco, w=oo den Limes 0 hat, womit die Konvergenz 
von f(Z+ 0) bewiesen ist. 
2. Es ist zu beweisen: Wenn f(s) fiir ein reelles sy > 0 konver- 
giert und 6 >0 ist, so ist von einer gewissen Stelle an 


log | De | 


v 


x 


<5 +0, 


d. h. fiir alle hinreichend grofen x 
| A(z) | gee. 
denn damit ist ja im Falle «> 0 die Relation 
L<e 


bewiesen. 
In der Tat ist, falls 


4,6" = Bia) 
: n=1 
gesetzt wird, fiir alle x = 1, 2,3,--- 
A(z) == > a: ea An So gins 
n=1 


= > (Ba) — Ba —1)e"” 
n=1 


2—1 ‘ . 
= 2 B(u)(e" — en+i%) fi B(ae’**, 
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also wegen 


| Bia) |< B 
a—t1 , - 
|A(2)| < BS (en — ee") + Bee 
nm=1 


= Ble?” = go) 4+ Bex 
ine ae 
folglich fiir alle hinreichend-groBen x 
Ay ee” 


Damit ist der Satz vollstiindig bewiesen. 
Er liefert ohne weiteres durch Anwendung auf 


loo} 
Shaye 
n=1 
den 


Satz 62: Falls die Abszisse 6 der absoluten Konvergenz 
> 0 ist, ist 


nae 


A 


log > | an | 
” B = lim sup : 
Ferner gilt der 

Satz 77: Bei jeder Dirichletschen Reihe ist 





: if 
6 — « < lim sup ae. 
r=oO0 x 
Beweis: Es werde 
; logx 
lim sup —2— = / 


gesetzt; J ist jedenfalls >0. Im Falle 
l= 0o 
ist nichts zu beweisen. Hs werde also / endlich angenommen; dann 
besagt die Behauptung, daB aus der Konvergenz von f(sy) die abso- 
lute Konvergenz von f(s, +1-+ 0) fiir 0 >0 folgt. 
In der Tat ist nach Voraussetzung fiir wachsendes » 
a,e’"* — O(1), 


—A,, (8) +040) Ay (—t—0) 
a, € n a O(e n af 








1) Vgl. § 32 fiir den Spezialfall 2, = log n. 
2) Vgl. § 42 fiir den Spezialfall 1, = log n. 
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also, da fiir alle hinreichend grofen » 


logn <4, (i + 5) 


ist, 





a g ne rite) = 0 : 
O 


n 


7 
1h 1 
- en —-\, 
3 OC) 
x ay 


woraus die Behauptung folgt, da 








16 
é >i 
145 
ist. 
Beispiel: Fiir 
4, =n 
und iiberhaupt fiir 
jane 0 
ist 
0. 


also kein Streifen bedingter Konvergenz vorhanden; dies ist ja eine 
bekannte Higenschaft der Potenzreihen 


00 oo 
—ns 
> M,€ => a,Y"; 
(el n=1 


wo die Konvergenzgerade 6 = a = dem Kreis |y| = e~* =e? ent- 
spricht. 


Neunundsechzigstes Kapitel. 


Die gleichmiBige Konvergenz und der analytische Charakter 
der Dirichletschen Reihen. 


a 


§ 208. 
Verhalten im Innern der Konvergenzhalbebene. 


Satz 8: Eine Dirichletsche Reihe konvergiert gleich- 
maBig in jedem Rechteck 
Oe 6=b, C5750; 


1) Vgl. § 42 fiir den Spezialfall 2, = log». 
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welches ganz ihrer Konvergenzhalbebene angehért, d. h. wo 


a> 
ist. 

Es kommen fiir diesen Satz‘ die beiden Fille «=—oo und 
~- 00 <a < oo in Betracht, und er zeigt natiirlich, daB die Reihe in 
jedem ganz in der Konvergenzhalbebene und im Endlichen gelegenen 
Gebiete”) gleichmiSig konvergiert. 

Beweis: Hs sei s, so gewihlt, daB 


a < Ri(s))<a 

ist. Nach der Formel (2) des § 206 ist in der Halbebene 
H(s) > R(so) 

fiir alle ganzzahligen v > 1 


lee} 


| 
| ya, e-’n 8 KA pa e e-4 pr (s— %) + Ae-% RK (s— 0), 
| ! 


also im gegebenen Rechteck, wo 
H(s — ) >a — RUS) 
=€ 
Spal 
und bei passender Wahl von B 
|Is—%|<B 
ist, fiir alle hinreichend grofen v (bei denen namlich 1, > 0 ist) 


| fos) 
> Ges fn* 


n=v 


| 
< AP ots + Age-*o®, 








wo die rechte Seite von s unabhingig ist und fiir v = oo den Limes 
QO hat. 

Satz 9”: Hine Dirichletsche Reihe stellt in ihrer Kon- 
vergenzhalbebene eine regulire analytische Funktion dar 
und darf dort beliebig oft gliedweise differentiiert werden. 

Beweis: Das folgt unmittelbar aus dem Satz 8. Im Falle 
& =— oo und im Falle — © <a < ~& ist also fiir 6 >a 


f(s) =(—1) Sane 


1) Gebiet mag hier eine beliebige ,,abgeschlossene‘* Punktmenge bezeich- 
nen, d. h. eine solche, die ihre Hiufungspunkte enthilt. 
2) Vgl. § 42 fiir 2, = log n. 
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§ 209. 
Verhalten am Rande des Konvergenzgebietes. 


Satz 109: Wenn f(s) im Punkte s, konvergiert, ist f(s) fiir 
alles=s,+<«, wo¢é=>0 ist, gleichmabig onpeezeat! also ins- 
besondere he Punkte s, nach rechts stetig. 

Das letztere — Stetigkeit nach rechts — ist schon durch Satz 8 
in dem Falle festgestellt, daB s,) im Innern des Konvergenzgebietes 
liegt, aber neu in ‘dem F alle, daB s, auf der Konvergenzgeraden heet. 
Von ersterem — gleichmiBiger Konvergenz — ist bisher in Satz 8 
nur in Bezug auf ein eudliches inneres Teilintervall ¢, > 2¢ =>, wo 
&, > 0 ist, die Rede gewesen. 

Beweis: Wenn flea 

f (So) —v, 


Sa,e "= Ae) 


(el 


gesetzt wird, ist fiir s=s,+.«, ¢>0 und alle ganzen v>1 


er | = >'((Am — 8) — (4@—1)- b))e “m8 


= >(A(n) — b)(e~"* —¢ nt") (Aw —1)— bye’. 


Fir jedes 
n> §—£(0) 
ist 
| A(m) —b| <9 
und 
4, > 9; 


jedes v >& +1 liefert also 


co 


aa,e <a aS(er™ ae e‘m+1°) 4 de 


n=0 





a a3ee* 
< 28, 
womit die gleichmaBige Konvergenz von f(s) fiir ¢ > 0 bewiesen ist. 
Etwas allgemeiner ist 


Satz 11: Wenn f(s) im Punkte s,=6,+%% konvergiert, so 
konvergiert f(s) gleichmiBig in jedem Wii eel sau! dessen 








1) Vgl. den ersten Satz des § 30 fiir 1, —logn und reelle a, nebst reellen s. 
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Scheitel s, ist und dessen Schenkel unter Winkeln zwischen 
—= (exkl.) und 5 (exkL.) zu der durch den Punkt s, nach rechts 


gelegten Horizontalen s=s,+¢, ¢>0 gezogen sind. 
Insbesondere folgt hieraus: Fiir jede einem solehen Winkelraum 
angehérige abziihlbare Punktmenge 
St) Say° "7 Spry 
bei welcher 
lim s,, = 5 


lim f(s,) = f(s), 


und auch: Auf jedem Strahl, der aus der rechten Halbebene kommt 
und in s, miindet, konvergiert f(s) gegen f(s,), desgleichen auf jeder 
Kurve der Gestalt 


ist, ist 


s=6+t(6)t, 
wo 
6 > 6 
ist und bei zu 6, abnehmendem 6 
lim t(¢) = 4, 


C=d5 
sowie 
. t(6) — t, | 
lim sup eT a < co 
cage 6 — 0, 
ist. 
Beweis: Hs ist allgemein 
an +1 
= =4 
e * ig 8tt sf “du, 
An 


also fiir ¢ + 0, insbesondere fiir 6 > 0 


Ant 


leant emt? ls| fiere7 du 
an 
— LEI (e77n? _ g™n4 1°), 


Nun ist, wenn } und A(x) die Bedeutung des vorigen Beweises haben, 
fiir s=s,-+é+ 1, wo 
e> 0, 


In! <¢ 
ese 
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ist (das ist der Winkelraum), und ganzes v > 1 
4,6 An (So+ 8+ 94) = >(A (n)—b) (e7 “net 1) gan pilet 19) =(A@=1-0) Pela Shales 
also fir vo >§+1, wo £=£&(0) die damalige Bedeutung hat, 


.) 
| 1 — An (8o +4 yi) 
| >4,€ 


|n=0 


| co 


SALA inde Wea ee 


n=0 





<< 0 |é Ee’ alts e ‘n+1*) ae A) 


n=0 


2 — € 
~8Vit ree 
<dV1+e+0 
<20yV1+¢, 
womit die Behauptung bewiesen ist. 
Hine in einem Punkte der Grenzgeraden konvergente Dirichlet- 


sche Reihe ist also stetig nach rechts bei Anniherungen aus dem 
Winkelraum, den man auch so schreiben kann: 


S = S + re’, 
7¥> 0, 
— +45 955-4, 


wo 4 und J’ beliebig kleine, aber feste positive GréBen sind, deren 
Summe < 7z ist. 

Also ist auch bewiesen: Wenn f(s) fiir s = s, konvergiert und 
M > 0 gegeben ist, so ist f(s) fiir 

6 > 6), — M(e—4,) <t—t, < Me — o) 

gleichmaBig konvergent. 

Noch allgemeiner ist der 

Satz 12: Wenn f(s) fiir s, konvergiert und M>O gegeben 
ist, so ist f(s) fir 

Oe Ogre 8) 1 et ty Set 1 

gleichmaBig konvergent. 

Dies Gebiet la8t sich offenbar fiir kein noch so kleines M in einen 
Winkelraum obiger Art fassen, da die Begrenzungskurve zu steil ist. 

Beweis: Es habe A(a) die obige Bedeutung; dann ist, wenn C,,--- 
absolute (d. h. von a, s und N unabhiingige und héchstens von den 
gegebenen Gréfen a,, s, und M abhingige) Konstanten bezeichnen, 


|A@|<G 
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und fiir alle ganzen N>1 nebst o > 6 
N ; 00 ; 
f(s) De Or oo (An) —A(n Ban 1)) e74n 8 — 40) 
n=1 n=N+1 


oo 


— S A(n) ie. Tags Sine << A(N) iS Fae 
n=N+1 


< Slot eee we ae 
3 ane 





N 
| f(s) = Sa 
ju 


oo 
<0 |s—s, | See eae) AG go 2W+1(7—%) 
St A =O yin ; 


|s—S, | —Ay 44 (F — %) —Ay 4 1(F— Go) 
ee ae + Ge 


<20, tel er tarastome. 


Wenn iiberdies 
— (eM(o- 0) 1) <t—h < eMO- 1 
ist, so ist 
|s—s|=|¢—4 + %—4)4| 
AOS Oy ft — igh, 
<6 — 6, + eXO-% — 1 


te 2 63 gx 


ell (o— Oo) Pe ' 
T—Go 
rape eo 


< O,em(r-%), 





also : 
Ses C: elf (a — %) —Ay 41 (6—%) 
f)-— Sue |< 20, -—_e 
e( 4-441) (9 =9) 
anal 2 C= G : 
Hs sei 
d>0 

gegeben, und es werde N, so bestimmt, daB 

eae es 


ist. Alsdann werde oberhalb von o, ein @ = (0) so bestimmt, dah 
fiir ¢ > w(0) 
‘ M—iy 41) (0 — 05) 


6 — 6, 








0, e( 
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ist; dann ist fiir 


N= Ni. 6 = 0, as NC (eee a 1 


f(s) ~ Sa, ear Cea 


n=1 0 — 6) 





=U: 


Dem endlichen Gebiet 
C5 6 Sk, = ere 1) = t in A ze peo) 2 iI 


entspricht, da es einem Winkelraum im Sinne des Satzes 11 angehért, 
ein N, = N,(0) derart, dab fiir N > N, gleichmaBig (in ihm) 


N 
f(s) — Sa, e “int | eg 


ist. Fir N> N, = N,(0) = Max. (N, N,) ist also im ganzen vor- 
gelegten Gebiet 


edu, — (AP —1) 1-4 co 


| f(s) S| 


womit der Satz bewiesen ist. 
Aus diesem Satz folot unmittelbar der 


Zusatz: Wenn ¢>0 und M20 gegeben sind, so ist fiir 





o>oats —M<t< ee 


die Reihe gleichmaBig konvergent. 
In der Tat ist im Falle > 0 die Reihe nach dem urspriinglichen 
Wortlaut fiir 


6 > yy ty — (2M O-%) — 1) St<t, + @Mr-%) — 1 
gleichmaBig konvergent, und fiir alle hinreichend grofen o ist 
elo < t, + er (o-%) — 1, 
t, — (€2 ¥ (o—%) = 1) aa eno, 


der neue Wortlaut ist daher fiir 17 > 0, also fiir alle reellen WM be- 
wiesen. 
Im Falle der Existenz einer absoluten Konvergenzhalbebene be- 
steht der fast triviale 
Satz 13: Wenn f(s) fiir s) absolut konvergiert, so ist £8) 
fiir 6 > 6, gleichmiBig konvergent. 
Landau, Verteilung der Primzahlen. Il. 48 
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Beweis: Aus der fiir 1,0, ¢ > 4 giiltigen Abschatzung 
| a,e-’n / | Fa | a, | e de 
= | Ay, | e-2n% e- 4n (0 — 50) 
a egress 
folgt dies unmittelbar. 

Der Satz 13 hat natiirlich zur Folge, daB in dem speziellen Falle 
der Dirichletschen Reihen mit absolutem Konvergenzbereich der 
Satz 12 gar nicht mehr aussagt, als durch den Satz 11 schon be- 
kannt war. 


Siebzigstes Kapitel. 


Die Nullstellen in der Konvergenzhalbebene. 





§ 210. 
Der Hindeutigkeitssatz. 
- Satz 149; Wenn fiir s>y 


oo fo.2) 
—4 — A 
>, 4n$ — > 6,€ ns 
n=1 n=1 


ist, so ist 
b, = Cy (6.2 Ap 
Anders ausgedriickt: Wenn fiir s>y 
(1) : > 0,67 = 0) 
n=1 
ist, so ist 


A, =9 (n => 1). 


Beide Wortlaute besagen dasselbe; denn unter den Voraussetzungen 
des ersten Wortlauts erfiillt 


b,.— C, = On 
die des zweiten. Der Satz besagt: Wenn nicht alle Koeffizienten einer 
Dirichletschen Reihe 0 sind, so kénnen nicht alle Punkte der reel- 


len Achse rechts von einer Stelle an Wurzeln sein, also” auch nicht 
alle Punkte irgend einer horizontalen Geraden rechts von einer Stelle. 


1) Vgl. § 35 fiir 2, = log n. 
2) Denn s = s’ + ¢ fiihrt auch bei komplexem c¢ die Reihe wieder in eine 
Dirichletsche Reihe iiber. 


§ 210. Der Hindeutigheitssatz. 743, 








Beweis: Es ist nur zu beweisen, daB aus (1) 


a, = 0 
folgt; denn dann ergibt die eae dieses Schlusses 
=) 


usw. 
Nach Satz 10 ist die (fiir s>y konvergente und den Wert 0 
besitzende) Dirichletsche Reihe 


Co 


> a,,e- n-4)8 = a, + age Ma-Aet ... 


n=1, 
fiir s>y-+1 gleichmifig konvergent. Ware 
a, + 0, 
so gabe es also ein N derart, daB fir s>y+1 


foo) 




















| Sg er Gnas ay 
eee Sf 
ist. Dann ist infolge (1) 
~ Gn —44) 
aCe NG 
4,0 ome 
also 
—(A ania a, | 
ode oat ce, 














fir alle s>y+1. Dies steht damit in Widerspruch, daB fiir posi- 
tives, ins Unendliche wachsendes s 


lim Sac st 0 


ist. 
Offenbar reicht es zu dem obigen SchluB yon (1) auf 
a, = 0, 
d. h. 
a,=0 (n2>1) 
aus, da fiir unendlich viele s > y, worunter beliebig groBe vorkommen, 


f(s) = 0 


ist. Damit ist scharfer bewiesen: 
48* 
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Satz 15: Wenn fiir toeinte Samant beliebig groBe reaiteg s 
f(s) =0 


a, = 0. 
Dies lehrt natiirlich, daB im Falle zweier eventuell nicht iden- 
tischer 4-Reihen 2’ aia A, aus der fiir die betreffenden unendlich 
vielen s giiltig vorausgesetzten Gleichung 


co ‘ oo ee 
OS eee oon ed 


WEL ore 


ist, so sind alle 


wo nur von Null verschiedene }, ¢ aufgeschrieben sind, folgt: 

b= c,, A, =4,: 
Denn, wenn die 4/, a’, eoretiete der GréBe nach geordnet, mit 
41, 4g,°°+ bezeichnet "werden, so folgt durch Subtraktion 


Sree ==), 


wo ee 
(2) a, = b,, fir 2,= 4’, aber 4,-+jedem 2”, 
(3) - a,=—e, fir 4, = 4%, aber 2,+ jedem 7, 
(4) a,=b,, — ¢, fir 1,= 4), = 4, 
ist. Nach Satz 15 ist stets 
a, = 0; 
da andererseits stets 
b, + 0 
und 
Cy = 0 


sein soll, so kann (2) und (8) nicht eintreten; d. h. die beiden Folgen 
2’ und 2” sind identisch. Aus (4) folgt dann, dab die Koeffizienten 
b, und ¢, identisch sind. 

Der Satz 15 lift sich auch so formulieren: Wenn f(s) ein Kon- 
yergenzgebiet hat und nicht alle Koeffizienten verschwinden, so gibt 
es ein S, derart, dab fiir s > s) 


f(s) +- 9 
ist. Ubrigens gibt es infolgedessen, falls w) > « gewahlt ist”, auf der 
unendlichen Strecke s >, nur héchstens endlich viele Nullstellen; 


denn gibe es unendlich viele, so wiirden diese sich im Windlichea 
haufen miissen, und die analytische Funktion wire dort singular”. 


1) a ist die Konvergenzabszisse. 
2) Natiirlich kann man hier auch mit der Differentialrechnung durchkommen. 
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§ 211. 
Genauere Satze tiber die Lage der Nullstellen. 

Noch schirfer ist der 

Satz 16: Hs sei f(s) fiir s=s,=—6,+%7 konvergent und 
é>0O sowie M0 beliebig gegeben”; dann gehdren dem Gebiet 
(1) 626, +8, —e <i ae"" 
nur héchstens endlich viele Nullstellen an, aufer, wenn alle 
Koeffizienten der Reihe verschwinden. 

Beweis: Gesetzt, f(s) habe nicht lauter verschwindende Koeffi- 
zienten, und es gebe in dem Gebiet (1) unendlich viele Nullstellen s. 
Dieselben kénnen sich nicht im Endlichen hiaien, da f(s) fiir o>o6, +6 
regular ist. Sie wiirden sich also im Unendlichen haufen; d.h. es 
gabe beliebig groBe o, fiir welche 

: s=o+ti 
mit einem ¢ im Spielraum 
— evo =< t< elo 
eine Nullstelle ist. 
Es darf ohne Beschrankung der Allgemeinheit angenommen wer- 


den, dab 
a, +0 


ist. Der Satz wird bewiesen sein, wenn man gezeigt hat: Fiir alle 
hinreichend groBen o ist im Gebiete 


s=6+%1, 
— ela << t = elo 
die Funktion f(s) von Null verschieden. 
Die Reihe 
SG a at Sa ee 
Ce n=2 


ist nach dem Zusatz zu Satz 12 fiir 
6>6,+8 —e sts’ 


gleichmaBig konvergent. Es gibt daher ein N derart, daf fiir alle 
jene s 


co 


> a,€ An — 44)8 


n=N+1 


ee 
2 








— 











1) « beliebig klein, M beliebig gro8. 
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ist, folglich 





oo | N \ 
SYae (2 —4,)#| | 24, oo On Ay) 4 Oy | 
n=2 we La | | 2 | 
Wegen ’ 
N N re 
An—44)8 | pet cia 
Pa 5 aot Nas 
ae n=2 





gibt es also ein o, derart, dai fiir 
Ped a OG RE 




















foo} 
—(,-44)8 a, | 
A,€ ae ae hes 
: =| a, | 
ist, also 
foo) o 
(a | —(4,—-4 
Dae 2 la ES ei a4 
m4 ems n=2 
> |a,| — | 4, | 
oe 5 + 
4,6 or + 0, 
m= 1 
foo} 
my 
> 4,€ n* 0, 
n=1 


womit der Satz 16 bewiesen ist. 

Er besagt, daB zu jeder nicht identisch verschwindenden Dirich- 
letschen Reihe und zu jedem UM ein 6, gefunden werden kann, so 
daB im Gebiet 

620, |t\<er9 
keine Nullstelle liegt). Dies schlieBt nicht aus, daB es Nullstellen 
mit beliebig groBer Abszisse gibt. Fiir Reihen mit absoluter Kon- 
vergenzhalbebene (wozu im Falle einer Konvergenzhalbebene die End- 
lichkeit von 
lim sup nee 
he 


r=co 


nach Satz 7 hinreichend, aber natiirlich nicht notwendig ist, da man 
ja die Wahl der a, in der Hand hat) ist dies allerdings nach dem 
folgenden Satz ausgeschlossen: 





1) Es braucht wohl kaum betont zu werden, daS durch Betrachtung von 
f(s) —a statt f(s) alle diese Sitze fiir a-Stellen statt Nullstellen formuliert wer- 
den kénnen. 
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' Satz 17: Wenn die nicht identisch verschwindende 
Dirichletsche Reihe 


foe} 
f (s) fe a. a Ans 
n=l 


eine absolute Konvergenzhalbebene besitzt, so gibt es ein 
6, derart, da fiir 
o> 6, 


f(s) + 0 


Beweis: Es sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit 
Gy. 2-0: 


Die Reihe sei fiir s = 7 absolut konvergent. Dann ist fiir 6 > 7 


ist. 


f (s) = ay Csr & > a, | em | ee 
n= 2 


AOS) Sits jen” 
= n 
m= 2 


-A,o 
= ¢6 0°", 


iG) alae cr, 
woraus wegen 2, < J, fiir alle s mit hinreichend grofer Abszisse 


f(s) +0 
folgt. 


Ich kniipfe fiir das Nachstfolgende an eine aus der Theorie der 
Zetafunktion bekannte Tatsache an. Das Nichtverschwinden von 


c= 


fiir «6 > 1 war durch die Potenzdarstellung 
1d 
iO ap ae , 
in Evidenz gesetzt. Entsprechend gilt allgemein der 
Satz 18: Wenn die Dirichletsche Reihe 


fis) = Sao" (a +0) 


eine absolute Konvergenzhalbebene besitzt, so gibt es ein G 
derart, daB bei einer passenden 4-Folge 
A A, As, peed (4, << dnt) lim A, ra oo) 
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und einer Folge von Koeffizienten 
, / MA 
i ae 


die Dirichletsche Reihe 
ae , —Als 
g(8)= >4e * 
n=1 : 


fiir 6 >G absolut konvergiert und da dort 





f(s) =e © ° 
ist. 
Beweis: Es ist 
iC alice 2 poten) an a pasa Lie ae 
Cae a Mel 1 
=14+ be '"+be ""%4+---, 


wo 
: Oe Wet, eee 
lim v,, = co 
ist. Diese Reihe ist nach Voraussetzung in einer Halbebene absolut 
konvergent. Fiir o > G ist, wenn dies G passend gewihlt ist, sogar 
die Summe der absoluten Betrige der Glieder vom zweiten an 


(2) |ale "7 +lele 2° +--+<1; 


fiir 6 > G ist also ice von Null verschieden, d. h. 
in Cmes 





Shae 


a, = As 


log = log f(s) — loga, — 4,5 


reguliir und auferdem 

log f(s) —loga, —4,s=(,e "+ be 4+-:-)—1Q,e *4b,e ™--) 
a8 thier ES wee 3 a 

Fitr 6 > G darf wegen (2) jede Potenz ausgerechnet und das Ganze 


beliebig geordnet werden. Bei passender Gliederanordnung entsteht 
eine Dirichletsche Reihe 


foo) 

— Kn 8 

> ne ? 
n=1 


in der die w, gleich den wachsend geordneten Summen 
Ving + Ving as is Ving 


von beliebig vielen gleichen oder verschiedenen Summanden sind. 


§ 211. Genauere Stitze viber die Lage der Nullstellen. 749 








Denn nur solche Glieder treten auf; es ist auch evident, daB die ver- 
schiedenen der Zahlen 


Vin + Um, Ses ts Bay, 
a 2 Q 


sich nur im Unendlichen haufen und da jede auftretende nur end- 
lich vielen Gliedern bei der Zerlegung der Reihe 


wo 


A ae SoS a pt 


( 1) : 
m=1 


entspricht, wo die mte Potenz ausgerechnet, d. h. als Dirichletsche 
Reihe geschrieben gedacht wird. 
Ks ist also fiir 6 >G 


log f(s) — log a, — 4,s ae 


foe} 

— [ty 8 

log a, —A,s+ Sere hn 
n=1 


f(s) =e ? 


wo noch loga, in die Dirichletsche Reihe des Exponenten einbezogen 
werden kann. 
Fiir spezielle Dirichletsche Reihen 


i, = logn 
ist beim Beweise 
Utes hey 
= log(n + 1) 


und auch 

u, = log (w +1), 
da die Zahlen log(~ +1) sich durch Addition reproduzieren. Jede 
Dirichletsche Reihe vom speziellen Typus 


f(y=f+34+34+---G+9, 





welche ein Konvergenzgebiet besitzt, ist also fiir o > G in der Form 
= C; 
loga, + oti 


fe = 


darstellbar. 


Dreiundzwanzigster Teil. 


Das Multiplikationsproblem. 


Kinundsiebzigstes Kapitel. 


Das Dirichletsche Produkt einer konvergenten und einer 
absolut konvergenten Reihe. 


§ 212. 


Der Begriff der Dirichletschen Multiplikation nach einer 
j-Regel. 


Es seien zwei fiir ¢ >o, konvergente Dirichletsche Reihen ge- 
geben. Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit diirfen sie in der Form 


f(s) == dese, 
y= ib 

I =D be ™ 
jie | 


mit derselben 2-Folge angenommen werden; denn, wenn urspriinglich 


oe , 
f(s) = Saree’, 
m=1 


fo 
g(s) = Sie 
= 


ist, so brauchen nur die 4’ und 4” zusammengeworfen zu werden 
und die in f(s) bzw. g(s) eigentlich nicht vorkommenden Terme den 
Koeffizienten 0 zu erhalten. 

Formal — ohne Riicksicht auf Konvergenz, die aber z. B. im 
Falle der absoluten Konvergenz von f(s) und g(s) fiir das betreffende s 
gewifs gewahrleistet ist — ist das Produkt beider Reihen als Dirich- 
letsche Reihe 


f(s)9(s) = ee" 
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darstellbar, wo v,, wachsend geordnet, alle verschiedenen Summen 


[enh teen 
ees a) ) 
rt An ae ae 

durchlauft und 


oe =, Dm 
’ ° Ai +4m =n 
ist. 
Definition: Hs seien 
(1) a, 
n=1 
(2) = Bp 
(oat 


zwei beliebige Reihen; da die Betrachtung ganz formal ist, 
braucht nicht einmal ihre Konvergenz vorausgesetzt zu 
werden. Wenn eine feste Folge i, (n =1, 2,---) gegeben ist, wo 


Ay <i dg SC Ag<-+-, 


lim 1, = 00 


n=oo 


ist, versteht man unter dem Dirichletschen Produkt beider 
Reihen nach der i,-Regel die Reihe 


(3) = Vn? 
wo 
> oe 
os eee 
ist. 


Falls (1) und (2) absolut konvergieren, ist gewi8 (3) konvergent 
und gleich ihrem Produkt, da (3) alle Glieder 


(fain epee 
“Pm ae) 
und jedes genau einmal enthilt. 
Nach dieser Definition ist natiirlich fiir jedes s die obige Reihe 


ie} 


(4) aoe 


n=1 


das Mang oh Teleco Produkt von 


(5) 


as Ans 


Me 
Sy 


3 
I 
rar 
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und 
= = 
5 Be son, 
(6) One ? 
n= 
denn es ist 
—Ays —</ 8 —Yy,8 
ya,e "be “He "34,0, 
Ay + am ="n Ay tan =n 
io —Vy8 
=¢,€ E 
§ 213. 


Hine hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz des 
Dirichletschen Produktes. 


Es gilt nun (in den Bezeichnungen (1) usw. des § 212) der 

Satz 199: Wenn (1) absolut konvergiert und (2) konver- 
giert, so ist das Dirichletsche Produkt (3) konvergent und 
gleich dem Produkt beider Reihensummen. 

Er hefert speziell: 

Wenn in einer Halbebene (5) absolut konvergiert und 
(6) konvergiert, so ist dort (4) konvergent und gleich dem 
Produkt beider Reihensummen. 

Ich werde sogar noch etwas mehr beweisen, namlich: 


Die Reihe 
= HB n 
konvergiert, wenn die Glieder nach wachsendem 4,+4,, ge- 
ordnet sind, welches auch die Reihenfolge der Glieder mit 
gleichem 4,+ 4, sei, und ist 


co 
Soe 
i=1 


Im urspriinglichen Wortlaut war nur von der Summe der Sum- 
men der Glieder mit gleichem 4,+ 1,, die Rede, diese also jedesmal 
in eine Klammer zusammengefaBt. 

Beweis: His werde 


co 


Bre 


n= 


Me 
eS 

] 
ES 


3 
ere 


is 
| 
& 


Il 
ra 
3 


n 


1) Vgl. § 185 fiir den Spezialfall 1, = log n. 
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Sle) = Xe), 
>, = A(#) ’ 


3B, = Be) 


gesetzt. Gegeben ist eine bestimmte Reihenfolge aller 
os Be 

yon der wir nur wissen, daf niemals ein Glied mit gréBerem 
Ayr dn 

einem mit kleinerem vorangeht. Dann hat jede Partialsumme 
PAF Bn 


wenn «, das héchste vorkommende a ist, die Gestalt 


S = 2 4(6, ae By + i Buve,»)3 


der springende Punkt ist, da mit 


Ot, B m 
auch 
a) Bn’ 
fiir alle 
m <m 


auftritt. Ich werde beweisen: Wenn 0 gegeben ist, gibt es ein ganzes 
— = £(0) derart, dab jede Partialsumme der Gestalt S, wenn sie u. a. 


die &? Gleder 
a feta geste 
O; Pm 


m= IN nena E 
enthalt», die Relation 
|S—AB|<od 
erfiillt. Damit ist dann die Konvergenz der vorgelegten Reihe gegen 
AB bewiesen. 
Nach Voraussetzung gibt es ein g, so dai fiir alle x 


Wial<yg 


1) D.h., wenn « >§ und fiir jedes /= 1, PR at 
ya )2s 


ist. 
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ist. Zu 0 bestimme ich & = &(0) = 1 so, daB einerseits fiir alle v > & 
mit beliebigem w > v 
oa F) 
=| oy |< bg 


und 
Ww 


| b,|=|B, — B,| 
n=v+1 
0) 
<9 
ist, andererseits fiir alle > & 
|A@) Be) — AB) <4. 
Ich nehme nun «> &, sowie w(x,1) > fiir 1=1,2,---, & an. 


Es ist a 
S= = Of, B (w(a, l)) p) 
Bil 


S— A@) Be) = Sa (Be, d)—B@) 


= 34 (Bat) — Be) + 3 4 (Bed) — BO); 


weil in der ersten dieser beiden Summen jedes Argument yon B min- 
destens £, in der zweiten Summe jeder Index eines « grdBer als & 
ist, ist 


5 Bs 
[S—A@) BO) |< 2 lals, + Slal(g+9) 


git 

Thag | «,| + 29 >| @,| 
era (=e 
ro) Ca) 

5,00 2965 

_ 26 

= 

also 
| S—AB| <|S—A(2) B@)|+| A(z) Ba) — ABl 

0 ro) 

A si 3 

ay 


was zu beweisen war. 


§ 214. Hin allgemeiner Sate. 155 








Zweiundsiebzigstes Kapitel. 


Das Dirichletsche Produkt zweier konvergenter Reihen. 


: § 214. 
Hin allgemeiner Satz. 


Ich beweise zuniichst einen Satz von grofer Allgemeinheit und 
mit vielen Parametern und werde dann im folgenden Paragraphen 
wichtige einfachere Spezialfalle besonders hervorheben, deren direkter 
Beweis dadurch erspart wird. 

Satz 20: Es seien 9, 0, t, t vier Konstanten und 


AU 
ce Dh 
t+ >Q0, 
CLF tz 0; 
eo +r so; 
es sel 


) Sa," 
n=1 


fiir s=o konvergent, fiirs—g +7 absolut konvergent; es sei 


(2) 2, e-in* 


fiir s=o' konvergent, fiir s=o9’+ 7’ absolut konvergent. Dann 
ist das Dirichletsche Produkt 


3) Seem 
fiir 
er a Oe rr 
s= FEE 
konvergent. 
Beweis: Fiir r = 0 sagt der Satz nichts Neues aus; denn (3) kon- 
vergiert alsdann wegen 9 > 9’ bereits nach Satz 19 fiir 


S=¢@ 


od footer 
Si a ale a 


3 
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Desgleichen fiir r’= 0. Es darf also 
To; 
‘dae 
angenommen werden, was an Stelle der drei ersten unter den fiinf 


vorausgesetzten Ungleichungen tritt. 
Zur Abkiirzung werde gesetzt: 


ot t+oertre 
Se SE 
t+ 


Ks ist 

uty =I, 

0<y<], 

(rye 
Wegen der Voraussetzung 

Tic Go 0 a0 
> | a, |e7 ne = ay a, |e @ +”) ein(t+0-0') 
iz 


An =2 


ist 


nae 
< eS | a,, | e- 4 +2), 
n Sx 


also, da 


oe a, | e-4n(9 +7) 
=1 
konvergiert, : 
Sa, |e = 0 (eHe-0) 
i 


An =2 
und ebenso 


J |, [omen O(e+e-0), 
ee. : 


Ferner ist wegen 
et +ortre 





Ol OS 





t+ 7’ 

BA Mees 3 i ad 
t+ 
me a) 

= 0 


§ 214. Hin allgemeiner Satz. ASG 








die Reihe 
foe) 
de en Ay w 


n=1 
(Reihe (1) fiir s =) konvergent und genauer, wenn 1, das erste 2, 
hinter # ist und 


a) 


Soc an@ — R(m) 


n=m 


gesetzt wird, im Falle a > 8 


>a; en — 


An > n 


Ive 


Trte. 


W,, 


Il 
< 


a. en ’n8 em 4n(@- 0) 


n 


| 
Me 


3 
Il 
& 


is 
Me 


(RM) — Ra + 1) e-mo-o 


3 
I 
oS) 


= Fi(n) (e-4n 70 = io e- 42-1 - 9) + Ry) ey (w—@) 


; | 
che 


= ee e a Na o(e “y~ 9%) 


n=y+1 
= o(e v@-®) 


oe Chea a 


was natiirlich auch im Falle w = @ richtig ist; ebenso ist 
7 co 
=a 
Sermo 
n=1 


(Reihe (2) fiir s = @) konvergent und 


> 0,6 n® = o(e-*@- 09), 
4g > e 
Der Satz bedarf natiirlich nur in dem Falle eines Beweises, daB 
keine der beiden Reihen (1) und (2) fiir s = absolut konvergiert. 


Nun ist 


> e7*n® — > a,e-2 d,, en ?m 


Vm Sv Ay thin Z% ; 
—4,0 as {0 =f), a ih ge Sa i Sh Am 
= anh e ; La 0,€ i 2 bye ai peas] <a Dine ’ 
Snax Sax-) ays n'a dm SN2 
ays x Sn7- a, Ane i 4s 


Landau, a ety der Primzahlen. II. 49 
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6,6 — & we aun Sine nen — Sa oS bee 


Ve Se 4,5y'% m=1 Am 2n® 
Ti ey ee 
"Ss mene 
= — Sas. i be a e ee oe — Ayo 
Sy e Ay, > e— Ay Am Enz 
=o >| a,|e""” ¢ —(#—2))(w— 0’) +0 2'|bn| rpoaat ae 
A,SN % ment 
=Hiew "a fa lele Ae Vege to ° Son o- *m?) 
Sa 


—10 Pens oa am et) =10 Caras -@) 


=o (hy 


letzteres mit Riicksicht auf 
—(o—e) +0 +e —0) = — spp + 0-0) + G7 +e'—-8) 


= (0 

nebst 
—(@—o)+y@+e—-e)=2. 
Daher ist 
A a Sie 3,6 Am - 3a ge be a ie 
n=1 m=1 m=1 

She —A,0, >, é =A) ns 0, 

E11 ee 


oo 2 co 0 
— 1,0 —Aw, —2,,0 
OS ig OY 6 ate ee 
n=1 tA m=1 


was zu beweisen war. 


§ 215. 
Spezialfalle des allgemeinen Satzes. 
Fiir 
e =e 
ergibt sich aus dem Satz 20 der somit bewiesene 


Satz 21: Es sei 
e 0. 


G oe Os 
C+ toy 


§ 216. Wettere Stitze fiir spezielle 1,-Folgen. 759 








(1) 4, en! 
n=1 


und 


(2) > o. en Ans 


n= 1 


cir S =p konvergent, (1) fir s=o+1, (2) fir s=o@+1’' ab- 
solut konvergent. Dann ist 


(3) Cl, e Vy 


n=1 
fiir 
oe 
SN Nagel 
konvergent. 
Noch spezieller, wenn itiberdies 
t=t 
gesetzt wird: 
Satz 22: Hs sei 
> 0; 


(1) fiir s=o konvergent, fiir s=o@ +7 absolut konvergent, (2) 
desgleichen. Dann ist (8) fiir 
T 

S—@ + ry 

konvergent. 
§ 216. 
Weitere Satze fiir spezielle 1,,-Folgen. 
Es sei die /,-Folge so beschaffen, daB 


: log 
lim sup =8e =} 


eZ=cCo a 


endlich ist. Dann folgt aus der Konvergenz einer zugehérigen D1- 

richletschen Reihe fiir @ nach Satz 7 ihre absolute Konvergenz fiir 

o +140 bei allen 0 >0, nicht aber mit Sicherheit” fiir o + l. 
Falls also z. B. 


(1) 24,0" 


1) Beispiel: See konvergiert fiir s = 0, konvergiert aber nicht ab- 





n’ log n 
n=2 
solut fiir s=—1. 
49* 
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und a 
(2) abe 
n=1 
fiir s = konvergieren, so folgt ihre absolute Konvergenz fiir alle 
s>o+l, 
also nach Satz 22 die Konvergenz von 
3) See 
n=1 
fiir alle ; 
set 9° 


Es besteht nun aber unter der weiteren Hinschrankung” 
(4) log x <11, + A, 


wo A konstant ist, der 
Satz 23: Es sei (4) erfiillt, (1) fiir s=o konvergent, (2) 


~- 


desgleichen. Dann ist (8) ftir s—e De : konvergent. 


Ich beweise gleich einen allgemeineren Satz, der Satz 23 enthialt: 
Satz 24: Es sei (4) erfiillt, (1) ftir so konvergent, (2) 
fiir s= 9’ konvergent, 
eotl>e, 
og +l>e. 


fe ek NS 
Sig age 


Dann ist (3) fiir 


konvergent. 
Gleichzeitig beweise ich den 

Satz 25: Es sei (4) erfillt, (1) fiir S=a0 konvergent, “fiir 

s=o+17 absolut konvergent, (2) fir s=o' konvergent. Hs 
sei hierbel 

ant e 

etr20, 

go +l>e. 

1) Die Ungleichung (4) folgt nicht aus 

log x 


lim sup —2-— =], 
da dies als obere Abschitzung nur bei gegebenem 0 fiir alle hinreichend grofen « 


loga<li,,+ 04, 
verlangt. Nach (4) ist jedenfalls 7 > 0. 
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Dann ist (3) fiir 
ee eal! 


t+ 
konvergent. 

Beweise: t darf beim Satz 25 positiv angenommen werden, da 
er sonst nichts Neues aussagt. 

Weder ist Satz 24 fiir r= +’ =1 im Satz 20 (oder fiir r= / im 
Satz 25), noch ist Satz 25 fiir cr’ =1 im Satz 20 enthalten, da unter 
den Voraussetzungen dieser Sitze in den betreffenden Punkten keine 
absolute Konvergenz von (1) baw. (2) zu bestehen braucht. Aber es 
-wurde ja beim Beweise des Satzes 20 die absolute Konvergenz von 
(1) in 9 +7 bzw. von (2) in 9’ +7’ nur verwendet, um schlieBen zu 
kénnen, daf 


(5) dha, = O(erere-0) 
An Zt 


bzw. 


(6) =! On 


ist. Wird im Falle des Satzes 24 unter + und t+’ die Zahl / ver- 
standen, im Falle des Satzes 25 unter +’ die Zahl J, so bleiben (5) 
und (6), also damit alles Folgende richtig; nur muf man hier (6) so 
begriinden (und (5) entsprechend): Da (2) in s= o konvergiert, ist 


b,e ‘= O(1), 
| b, . pa ae =>| b,, | po eee) 
=a 


4n=t a 


pone ss O(er@ +e'—0)) 





== 


(7) ae Ose (e’—@), 


Anse 
Nun ist nach (4) die Anzahl der 1, <a 
(8) O(e"); 
denn (4) liefert fiir alle ganzen n> 1 
, A 
(9) hn a ; log n Ge 


also fiir ganzes positives 


y > e4é* 
1 A 
4, > 7A + le) sar 


= 1X. 
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Aus (7) ergibt sich 
1. fiir 9’ —e@ >0 unter Benutzung von (8) 


|b, |e"? = Of 51) 


4, 5% An S% 
= O(e@'- ee) 
= O(ert+e'-0), 

2. fir oe —o <0 unter Benutzung von (9) 


1 
— log n(o’— @) 


> sea Ue 


ine in =e 
ese 
=O >n', 
apse 
also nach (8) wegen 
Rises 





l 


1488 

Sylow oles) 
hn Su 

== "O(ere re ey 


Damit sind die Satze 23, 24 und 25 bewiesen. Sie gelten z. B. 
fiir den Spezialtypus 


1, = logn, 


wo 


1=1 
ist und von welchem in den ersten fiinf Biichern allein die Rede war. 


Nun sei die 1,-Folge wieder beliebig (4, <4,,,, limi, = ov). 


§ 217. 
Weitere allgemeine Satze. 


Satz 26: Wenn zwei Reihen 


(1) Su, =A 


und 


(2) 2 B, = B 


§ 217. Weitere allgemeine Stitze. 763 








konvergieren und nach der d-Regel 


Vn 3 > a, Pas 


Ay thm =n 
2 Yn = C(@) 
gesetzt wird, So existiert 
hal 2 
Deere PES 
0 
und ist 
= AB. 
Beweis: Es werde 


2%, Alan): 


sn Ze 
af, = BO) 
gesetzt; dann ist 


C(“) = > 6; Bry, 


Ay +m SH 


= = a, 2 ope 


4, S20-A; Amy SU— A, 


(3) = 5, «Be-) 


4,S2-4, 


die Summe kann auch ruhig iiber alle J bis oo erstreckt werden, da 
fir 2t-A,<4, der Faktor B(x —1,) Null bedeutet. Im Falle 4, > 0 
kann sie einfach bis a erstreckt werden; 2, kann jedoch auch negativ 
sein, was nichts wesentlich Neues liefert, aber einmal angenommen 
wurde. Aus (3) folgt weiter” fiir v > 24, 


[cw dy={ > «By—4)dy 
Pi ot, 2 a 


psy“ 


- > « fBy-Ay 


4,52-4 aya 


x—Ah; 


=e a f B(u) du. 


A,se—Ay an 


1) Die beschrinkten und abteilungsweise stetigen Funktionen, die jetzt auf- 
treten, sind wegen dieser Eigenschaften integrabel. 
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Andererseits ist 
a—, oA 
[AD BE) dy =f Sa Boy dy 
4, te (tes 


@—ry 
= a %/ B(x —y) dy 
4,54-4, § 


Ay 


a—h, 


= > uf B(u) du. 


4,B2-A, ae 


Daraus folgt 
(4) Jew) dy= { Ay) Ba@—y)dy. 
24, ve 


Nach Voraussetzung existieren 
lim A(z) = A 
und =a 
lim B(«) = B. 
Aus Spt 
A(y) B(a—-y)=AB+ (AW —A) B+ 4-(Ba—y)—B)+(AW—A)(Ba@—y)—B), 


a—hy @—), 
J AW)B(a — y)dy = AB-(x — 24,) + B f(AW — A)dy 


x—hy 


a—A, 
+A [ (Be —y —B)dy+ f (Aw — 4)(Be—y— B)dy 
Ay Ay 


folgt, da offenbar 
a—i, 


if (Ay) — A) dy = 0(z), 


a—A, 

f (Be —y — B)dy = 0@, 

Bet 

J (Aw — A) (B@ = y) — B) dy = (2) 
Ay 

ist 
wah 


el Ain 
lim = [ Aly) B@ —y) dy = AB 


A 


§ 217. Weitere allgemeine Siéitze. . 7165 








und deshalb nach (4) 
lim = [C(y) dy = AB, 
Peer tye 


lim ze C(y) dy = AB. 
Satz 27: Wenn (1), (2) und 


foo} 
- 
(5) va 
n=1 
konvergieren, so ist 


C= A B. 


Beweis: Nach dem vorigen Satz ist wegen der Konvergenz von 


(1) und (2) 
lim ca few — Cy = ABO. 


Da nun nach Voraussetzung 
OGG oy) 
ist, so ist 
Maia 
ad — C)dy = 0, 
AB—C=0, 
CAs. 


Wenn also insbesondere in einer Halbebene 6 > y zwei Dirichlet- 
sche Reihen 


(6) eS ares Ay 


n=1 
und ; 

@) She 
sowie ihr Dirichletsches Produkt 


konvergieren, so ist dort 


oO oO 


oo 
6) See = Sac Siem 
m=1 


(a wast 
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Wenn die beiden Reihen (6), (7) eine absolute Konvergenzhalb- 
ebene haben, folgt dies schneller durch funktionentheoretische Schliisse: 
Weil in der absoluten Konvergenzhalbebene (8) richtig ist, muB (8) 
fiir 6 > richtig sein; denn beide Seiten stellen dort dieselbe ana- 
lytische Funktion dar. 

Satz 28: Wenn (1) und (2) konvergieren, ferner 








. le = 
rere oe “ 

ist, so konvergiert (5), und (was jetzt nichts Neues besagt) 

es ist 


C= AB, 


Beweis: Hs ist nach Satz 26 


dee) ih . 
AD cum tbe! 


; Vy SY 
a n=Y 


abe ae : 
AE Pai 


3 1 ; 
= lim ~~ >) Vn(% i. Vn) 


zrz=c 


=lim( Se Dn) 
= lim (C@) — 5 >) mm)” 


Nun ist nach Voraussetzung 


Van nO (v, a Vn—1)y 


also 
PY 7 0S (% ~i pee 
= 0(X 
folglich ) 
AB = lim C(s), 


was zu beweisen war. 
Durch alle diese Sitze wird nicht die Frage beantwortet, ob viel- 
leicht das Dirichletsche Produkt zweier fiir « > 7 konvergenter und 


§ 218. Hilfssate ciber die Gammafunktion. 767 








ein absolutes Konvergenzgebiet besitzender Dirichletscher Reihen 
stets fiir o > konvergiert. Um das zu beantworten (und zwar ne- 
gativ, bereits beim Typus 1, =logm), mu ich im niichsten Kapitel 
weit ausholen. 


- 


Dreiundsiebzigstes Kapitel. 


Eine spezielle Kigenschaft der Zetafunktion mit Anwendung 
auf das Multiplikationsproblem. 


§ 218. 
Hilfssatz tiber die Gammafunktion. 


Hilfssatz: Es ist bei festem o 
|'(6 + #1) | = 


——to-— 
ae 





= 0 
é 


2 


Ubrigens wird hiervon nur 
54 1 
=iVelO: 


eri) Olen ae 


gebraucht werden. 
Beweis: 1. Fiir 6 =0, ¢>0 ergibt sich 


(ti) — ti) = Sern 


2104 





So PM) OE et) leer rte 
Qt 
Ee TE 
i| ( ) | Pek d MAN 
t| FP @2) |? — 22% ; 
emt ee ome er ev) 
20 
~ 4 en ate? 
PEsee) | 
ae tg pee as 


ae IG 
lim | a= V2a. 


768 LXXIII. Anwendung der Zetafunktion auf das Multiplikationsproblem. 








2. Um die Richtigkeit der Behauptung allgemein zu zeigen, ist 
es hinreichend, festzustellen, daB 


[P+ 


im —>~—_—— = 
jan tal TCO 
ist. Dann folgt durch Multiplikation dieser Gleichung mit der voran- 
gehenden die behauptete Grenzbeziehung. 
Ks ist 


foo 


Fi — evs] (1 — =) ae 


n=1 


2 Fees S( mvs (" TTC oh a 


Ss 
© t pee 
ate 


=§ 


also fiir ¢ > 0 
oe faye ae 





- mel Sek asses 
I (t2) ot ti n { \-—¢ 
Piet) ti I] ; aos (1 a8 





ot (1 AD of ITC Bee) (1 +" 


; t rea) | Ga eee 1 
Q) log rier e5|— Blog (1 + 3) +d log (1+ 5¢9) ~ olo8 (1+): 
Andererseits ist fiir ¢ > 0 


1a ‘ 
ote TT TEP weg et 


nN 








_) te ms 
Tubs hee Die 
folglich 


ti (1 _ TT (+a) aan 


rey | 1+ — 
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H log (4) + Mog (1 +7 7) + yea log (1+ary )- log (1 ++)) =0, 


(2) elogt+h (olog(1 =) +>(x (clog (1 — aea))— —olog(1 + *)) =, 
also nach (1) und (2) 


lo og Pasoy = R log (1 + A) —- n(o log (1 +7)) 


eit RD (log (1 es) — 6 log (1 + real) 
= Sos (t +6) —ore(t tacks) 
Fiir ¢ > Max. (||, 1) kann hierin bei jedem n > 0 gesetzt werden: 
log (1 Seat aes — ; Gta) + Wee 


log (1 a) Sie —$laqa) to 


Fir |y| <4 ist nun 























log GLEE y rae ener ata 
bay aria 
Se ee 
Pe ee 
2(1—|y}) 
ay 


Fiir ¢ > 2Max.(|¢|, 1) ist also bei jedem » >0 


|o| 


6|* 
‘og (1 a aa — log (1 ces) = = TaESP + Tia 


Ate a a 
Wa ae 











also 


4) > esl + apa) oe (targa) [SOP +e) Sapa 
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Die rechte Seite hat hierin fiir ¢ = co den Grenzwert 0, da 


pe <>h St 


n=t+1 


= o(7) + 0(;) 
- o(5) 


ist. Nach (8) ist also 


: (tt) | 
limlog Tg Te+t)|—°» 

| P(e+té)| 
tin Te 


womit der Hilfssatz bewiesen ist. 
Zusatz: Hin Blick auf den vorangehenden Beweis zeigt, da in 
jedem Streifen endlicher Breite 6, <<o <6, die Gleichung 
lim pean =V2u 


t=oco ar OF oe 


é 
gleichmiBig gilt. In der Tat ist es nach den obigen Entwicklungen 
ausreichend, festzustellen, daB fiir 6, <6 <o, gleichmabig 


| #7 D(a) | 
imlog | Ee + 4) | 


ist, und dies folgt aus (3) und der fiir > 2 Max.(|6,|,|6,|,1) giiltigen 
Beeaes (4). 


Speziell ist also fiir 6, <o<o, gleichmabig 





[(o+t) = oles ea) 


§ 219. 
Hilfssatze iiber Dirichletsche Reihen vom speziellen Typus. 
Erster Hilfssatz): Wenn 


a 
=> 
n=1 
fiir 6 >a konvergiert, so ist bei festem 6 >« 


Lf eee f(o + tt) = o(#). 


1) Dieser Hilfssatz wird spiiter als Satz 43 tiber allgemeine Dirichletsche 
Reihen wiederkehren. 


§ 219. Hilfssdtze viber Dirichletsche Reihen vom speziellen Typus. 771 








Beweis: Hs ist, 


6=a+0d (d>0), 


x 





an 
Deere 
n=1 2 
gesetzt, : i. 
S(@) =.0(1), 


also fiir t> 0 
f(o + tt) = f(a + 6 + tH) 


->; Saar ay RAVES pes 2 








n=1 n=t+1 ate 
t 
a rare weSy 1290 fae ode = ale 
ie n=t+1 Foun 
((t] + 1) 





“ape 2 r+ 0(3 |) go4) 


ie 
n=t+1 n 2 


~ DS + ol 2) + ole ®) 
n=1 2 
t 5 
=0> + olf), 
n=1 ,2 


Hierin ist fir 0< 0 < 2 


fiir 0 > 2 a fortiori 


also ist jedenfalls 


f(o + ti) =o(t). 
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Zweiter Hilfssatz: Wenn 


: Gy 
f(s) = Ss a 
n=1 
fiir o >« konvergiert, so existiert fiir jedes feste 6 >a der 


Grenzwert 
w 


lim 55 ie + ti)dt 


und ist =4@,. 
Beweis: Da f(s) auf der geradlinigen Strecke von o — 7 bis 
6 +t (@>0) gleichmiBig konvergiert, ist 


foe aia Se aes 


n=1 -W 


Se n fevment 


1. 
Hierin ist fiir n= 1 


fevomat= fai 








-—wW =i 
= 20, 
fir n> 1 
w 
e7 Wtlogn — evtlogn 
e—ttlogn qt — 
—ilogn 
ee: IN ect ars) 
a logn net * mae ? 
also 


o) 

f(6 + ta)dt = 2a,0 > an i> _ a 
Ji ) 1 4 _ n° + loen 2 n° log n 
0) = i 


Nun ist - 





oo 
&y 
2S nlogn 
n=2 
eine fiir ¢6 >a konvergente Dirichletsche Reihe; also ist nach dem 
vorigen Hilfssatz fiir unser spezielles 6 bei wachsendem o 





oO 


ey saree @) 


n= 
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und aus Symmetriegriinden» 


aes tie tak o(@ a 


-  * fF(6 HH) dt = 2,0 + o(a), 


=) 





folglich 


lim 55 fice + ti)dt= a. 


Folgerung: Wenn fiir ein >a 
lim f(6 + ti) = L 
existiert, so ist ae 
; L=a,. 
In der Tat ist alsdann 


lim gf fle + tide = 


§ 220, 


Beweis, daB das Produkt zweier in einer Halbebene 
konvergenter Dirichletscher Reihen vom Typus 2, = logn 
nicht stets in derselben Halbebene konvergiert. 


Wir betrachten speziell die fiir 6 >0 konvergente Reihe 
\ 1 1 1 
(1 — 2!-*)e(s) = 1 — gf ok igh aot ae 


und diirfen schlieBen: Falls es wahr ist, daB man zwei konvergente 
Dirichletsche Reihen vom Typus 4, = logn im Konvergenzbereich 
multiplizieren darf, so darf man dort beliebig viele multiplizieren, 
also z. B. jede in die 8te Potenz erheben; es wire also speziell, wenn 


(1 — 21~-*)£(s))® = f(s) 





oo oe) 
Le ist konjugiert zu re Snes und Sona 
ae i 3 ! : s ‘ 
a ie n't log n n logn 
n= 2 n=2 n= 2 


konvergiert ebenfalls fiir 6 >. Natitirlich liebe sich unter den Voraussetzungen 
des ersten Hilfssatzes gleich direkt beweisen: 


f(o — tt) =o(t). 
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gesetzt wird, diese Dirichletsche Reihe fiir 6 >0 konvergent, also 
naeh dem ented Hilfssatz des § 219 


f(j + ti) =o() 
= O(t), 


re ot") (3 +ti)= oli); 








wegen 
| 3 
Seed pe 
ware also 
fy 
(1) c(t +4) - ole). 
Nun ist 
¢(1—s)= oF ~, I'(s) cos = = £(s), 
also, 
=it+ti 
eingesetzt, 
3 tN Sy ees 1 : 
oe aed ie See ry 4 ti) cos (5 le 4. ti) 6G fe ti) - 
Hierin ist 
1 O 1 ? 
(2n)* 7" 


ferner nach dem Hilfssatz des § 218 


r(,+ti)= ole wre: 
auBerdem 


con (% (2 + #i)) — ie rcs hr 


und — per absurdum — nach (1) 


é(j + ti) = oles). 
(7 —ti) = oli*), 


Es wire also 
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folglich auch 
a 
e(7 + ti) oF *), 


tim 6(¢ 4) — 0 
und 


; - 


Peuai (1 — 2° *)&(s) = g(s) 


i 
] = ti) =0. 
lima(g £4) 
Nach der Folgerung am Ende des vorigen Paragraphen miifte 


also der erste Koeffizient in g(s) den Wert © haben, wihrend er 
= 1 ist. 


Damit ist die Unzulassigkeit unserer Annahme bewiesen. 


50* 


Vierundzwanzigster Teil. 


Ein Mittelwertsatz. 


Vierundsiebzigstes Kapitel. 


Der Satz im absoluten Konvergenzbereich. 


$221. 
Beweis des Satzes. 
Satz 29: Es sei 


f(s) = >be 
n=1 
fiir ¢=£6 und 


g(8) Se an’ 
nm=1 


fiir 6 =y absolut konvergent; dann existiert 


lim, f 8 + tgp — ti) at 
und ist : 


= 4 
Fe auGe n(B+Y), 
n= 


Das enthalt nicht den zweiten Hilfssatz des § 219, wohl aber 
seinen Spezialfall mit einem o, fiir welches f(s) absolut konvergiert; 
denn man hat ja nur im Wortlaut des Satzes 29 


f(s) -> <1, 
g(s) = 1 
1 


eae 
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zu nehmen, d. bh. 


1, = log n, 
b,= Any) 
q= 1, 


é,= 0 fiir n > 2. 


Ubrigens bezieht sich der Satz 29 auch auf den Fall, daB o = p 
oder 6 = y Grenzgerade absoluter Konvergenz ist, wenn nur die be- 
treffende Reihe dort absolut konvergiert. 

Beweis: In der popbeleile 


f(b +ti)9(p —ti) =< Ss, eRe Me oe a 
n=1m= 


konvergiert die Summe der absoluten Betrige, und zwar gleichmaBig 
fiir all t, da ja . 
« pAn Bt) 5 amy — 8) | __ =, eis, 
| b,¢ Cn @ ve é i I=|b, Je mE len |e 4 


ist. Daher darf 
flA+ ti) o(y— tt) = 3,004 +S Styeqe le tnt fini 


n=1 m= 
nem 


geschrieben und fiir @ >0 von t=—a@ bis t=@ gliedweise inte- 
griert werden: 


St = ti) g(y —— ti) dt = 2a>b, ce etn 
n=1 


eo co 
—4 —A Am—4n)tt 
eo te Deen ee mY {em wt ats 
Ti DT ae Ea 
nm 


wegen der fiir m 2m giiltigen Formel 
(* (4m —4n) 4 dh=— I gim~4n)ot __ 4 Um—An) ot 
is s (An — An) ( : ) 


2 sin (w (4,, — 4) 
Aun ry dn 


ist daher 
sf 10+000-Wat—Sb cen Gt”) 


i> ee enh —Amy sin (@ Qin — Ay Je 
n= so a @ (Ap, dy) 
nom 
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Die Doppelreihe auf der rechten Seite ist fiir alle w > 0 gleichmahig 
konvergent, da stets 
—_ 4) 


| sin (@(4,,, 





ist und 
SS Si. Nea g 
Po > (eye ie | Em | @ i 


konvergiert; ferner hat jedes Glied der Doppelreihe wegen des @ im 
Nenner fiir @—oo den Limes 0; daher hat die Doppelreihe fiir 
co — co den Limes 0, und es ist, wie behauptet, 


: 1 gayi ‘ S “ —In(B+y) 
limd, f £08 + tigly — ti) dt = Dd,0,¢ : 


Die linke Seite ist gewissermafen der Mittelwert der Funktion 


f(B + ti) g(y — tt) 


fiir reelle ¢. 


§ 222. 
Spezialfalle des Satzes. 
Satz 30: Es sei 


f() = S00" 


fiir 6 =6 und 6=y absolut konvergent; dann ist 


5 al ; co a 
oe fre+mre —twae =D, bee InGty) 


Beweis: Man setze im Satz 29 
Ca D,; 
9(s) = f(s). 


Satz 31: Hs seien 


f(s) =b,¢ 
n=1 


und 
co 
, \ —A,s 
g(s) = Dae * 
n=L 
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fiir 6 = B absolut konvergent; dann ist 


. 1 . : ! 00 5 
lings f 10+ ta(@ — tar S,e,e-% 
Beweis: Man setze im Satz 29 


—< y= Bp. 
Satz 32: Es sei 


f(s) = 0.0%" 


fiir é = 6 absolut konvergent. Dann ist 


lim, fires erar Sb. ign ane 


Beweis: Man setze im Satz 31 
= b,; 
dann ergibt sich 


AL tf 16 + ti) 9(B — ti) dt ->», ben, 


also wegen 


f(B + 7) 9(8 — t1) = 2, ge ine+#) 33, ov inl -#i) 
= ‘Kb + ti) |? 


ing fire +trar= Sp, \2e aan 


Beispiele: 1. Wenn bei Satz 30 


f(s) = 


gesetzt wird, ergibt sich fir B>1, y>1 
Pea et < 57 (wom)? 
ote oh cet) Tee yl a 2, 


—DaH 
toe Bry? 
ram! 
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wo q alle quadratfreien Zahlen durchlauft, also 


Aap 
§ iNee FOF perty 

















ar, 
SSP 
(26+ 27)’ 
speziell (y = 8) fir B>1 
ae: at! eR 
a ad Tee re! = cap) 
2. Wenn bei Satz 30 
_ §(28) 
() = 6 
Se 
— « 
gesetzt wird, ergibt sich fiir 6 >1, y>1 
wd * E(B + 240) £(2y — 2t3) 7 (2.(0))? 
mee | f@+H) ty) opty 
Ss a 
— eee 
oF, €(B + Y)s 


speziell (y = 8) fiir B > 1 


@ 
ot ‘ 
lim a 
oem! 
—= (0 


3. Wenn bei Satz 30 





cOB+2ti) Pa, 
ceri | = £8). 





f(s) = &(s) 


co 

1 

= iis 
n=1 
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gesetzt wird, ergibt sich fiir B >1, y>1 


lim 3, i £(B + ti) &(y—ti) dt =D Fr 
= &(B+ 7); 





speziell (y = 8) fir B>1 


lim a f is + ti)|?dt = £(28). 
4. Wenn bei Satz 30 allgemeiner 
f (8) = §&(s) (v = 0,1, 2,---) 


ao 
(— 1)"log’n 
ns 





n=1 


gesetzt wird, srgibi sich fir B>1, y>1 und zwei gleiche oder 
verschiedene "Werte V1, Vy des v 


So ey : Hen : < (— 1)2*"2 log’? +n 
— (73) (9) — = 
tim gis fe + #1) SG — tat = SIE 


= Ent(6 +), 
speziell (vy, =», = v, y = B) fir B>1 





dims, [168 + Pat = CB). 


Funfundsiebzigstes Kapitel. 


Hinreichende Bedingungen fiir die Giiltigkeit des Mittelwertsatzes 
auBerhalb des absoluten Konvergenzbereiches. 





§ 223. 
Hilfssatze. 


Es fragt ick nun, unter welchen Voraussetzungen das durch 
den Satz 29 festgestellte Gesetz 


 Mittelwert von f(6 + ti)g(y — t?) - 3%, ga Her) 
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auf den bedingten Konvergenzbereich einer Reihe oder beider Reihen 
ausgedehnt werden kann. 
Bei den Untersuchungen dieses Kapitels mache ich tiber die 1, 
folgende einschrankende Voraussetzung: Hs ist bei jedem 0 > 0 
1 1,6 
(1) sy = OC"). 


nt+1° “n 





Die 4, sollen also nicht zu dicht aneinander liegen. 


Fir 1, = logn, 
d. h. fiir Dirichletsche Reihen im engeren Sinne, ist diese Hin- 
schrankung (1) gewi8 erfiillt, da alsdann 





1:9 oe 1 
fh og (nt 3 
= O(n) 
pa O (ee) 


— o(e") 


Zur Orientierung mége zunichst eine Higenschaft solcher Fol- 
gen i, entwickelt werden. 
Hilfssatz 1: Hs ist fiir festes ¢>0O und ganzzahlig wach- 


sendes m ihe 


7,44 = O(1) 


ist. 





Ay 
und 


co 


(ae du = O(1). 


m+i1 





Z 


Beweis: Die Konvergenz des bis «=o erstreckten Integrals 
ist evident. 
1. Die Zahl m sei gleich so groB gewahlt, daB 











: 4 i Am —1 a 1 = Ay 
ist. Dann ery sich 
4m—1 4m—1—1 
eve bd enue enue 
a 
ar ad rile ou ee le 
4 4m—1-1 
an—1—1 am —1 
1 d 
Say meee Je Meda go mae? = 
bn an i+1 + im—U 


o 4m—17-1 
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4,—A +1 
— we & hay eet § Mm m—1 a 
<fe du + ee log 5 : 


mo “m—1 








ee a rm—18 log( 1 + 75 a, Si) 
m—1 


ec 


Nun ist nach (1} 


1 Aas 
eee ee et) (e m ) 
dn dn -1 : 

also 

1 Ae e 

ig See ey 
, dn ad dn —1 : 


log(1 +, pa ee: 


din m—1 


Daher ergibt sich 


4m—1 























jee “du = O(1) + Ole? ‘m—1 0 (em-1') 
ay 
Oy, 
2. Ks ist 
eo Aam+ytit 
Cae eve 
feu a Bees ee ~ du 
Am+1 am+4 +2 
dm4itt ae 
— Ate du 1 ae, 
<emti fect ee Tye ee du 
4n+1 ’ Hien snl 
A 4m 1 
<e ‘+1 log = a e- “edu 
fiat = dn 
emake log(1 +; = ay ee | spe O(1) 
Ant m 
= O(e *m+2 2 ¢m*) a O(1) 


E=AUGS p 
Wir gebrauchen auBerdem bald i 
Hilfssatz 2: Hs ist fir a >0, 2Z0 


| frenar| <i. 


—W 
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Beweis: 


ztt 
fries at =i  fevat, 
, 2me —zwi 1 F 
fucva =o = = teg tf evat, 


en, 


@ 


—Ww 


@ 
af 


Fy berets? 2 1 
frietat|<o 2 + 120 
—= (vy | 40° 
eZ) 
§ 224. 


Vorbereitende Satze tiber Dirichletsche Reihen. 


Es mége jetzt eine Anzahl von Sitzen tiber Dirichletsche 
Reihen vorausgeschickt werden, bei denen die 2, durchweg die obige 
Bedingung (1) des § 223 erfiillen sollen.» 

Satz 33: Hs sei 


f= Sha™ 


fiir 6 >a konvergent und fiir g>a-+tr absolut konvergent, 


wo t>O ist. Es sei eine feste Zahl 0>0 gegeben. Dann 

ist fiir : 
e+d0<¢<a+r4+0 

gleichmaBbig 


f(s) =f(e + ti) 
o—a-—d 
= Olives wie 


wo sich die Abschitzung auf positiv oder negativ unend- 
lich werdendes ¢ bezieht. 

Anders geschrieben: Fiir «+d0<¢<a+1r+4+0, |t|>1 liegt 
der Quotient 10 


o-a— 





|t| b 





1) Ubrigens wird bei den Siitzen 33 und 34 von dieser Bedingung noch 
kein Gebrauch gemacht. Falls 


N = 00 n 


endlich ist, kann rt im Satz 33 jedenfalls jede Zahl = Il bedeuten. 
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unterhalb einer absolut konstanten, d.h. von 6 und ¢ unabhingigen 
Schranke. 


Beweis: Der Satz bedarf natiirlich nur dann eines Beweises, wenn 
die Reihe nicht schon fiir ¢ > « absolut konvergiert. Hs sei 


y=y(b) 


als ganze, mit stetig wachsendem |f| > e* unendlich werdende Zahl 
durch 


(1) 1,8 <a,,, 


definiert. 
Wenn 


J 
L —4,(a@+> 
be ( r) = S(n) 
gesetzt wird, wo also nach Voraussetzung 
S(n) = O(1) 
ist, so ergibt sich fiir 6 >a+0 


¥ 2 es ou ~2, (0-0-5448) 
f(s)= yb,e FP 4 SF (Sm) —Sm—l)e 
n=1 n=yt+1 


= Speer 4 > Sailer eo) at eae) 


n=1 n=y+1 


mei ok Yr 
Ay tt 2 


— Siy)e 


ta tee “) 
— See + natn) 3 80 fea 
tes Boe 
ro) Sale’ mn? Lg — —a—S4+ti cs = Zs for rs ae 
eisqnje ied) 


Fiir 
‘a@tdéd<o<a+r+0 


ist also gleichmabig 
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pom oSmserraa fe a) Ole EM) 


4y4+1 








yea(ece—y) 
y+ a= 





-03, 


n\ 


= é 
le Z nlatt+9) tnlat ero Le of t| 





+ O(e 
Ss OM are ? = \b,,|e eee O(\tle iysa(on a, ?)) 
é 
a ogenbeesh 
3 
— of) + O(\tle NTs) 


Ay (a@+t+0—90) =A (o—@—0 
= oe” Ee Oe hae) 


folglich nach (1) 











fs O(c onetime 
a+t+d—0 fosest 
= ORE ot els OlL tee) 
o—a—o 


-o(l) * ), 
was zu beweisen war. 
Satz 34: Die Reihe 
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sei fiir ¢6>«a konvergent, und B sei >a und fest. Dann gibt 
eS ZWel positive Grafen Od und A derart, daB fiir alle ganz- 


zahligen n>1 
| 2b, e740? | < Alem 4nd 


ven 


ist. : 
Beweis: Es sei 


irgend eine konvergente Reihe; wenn fiir v = 1, 2,.-- 


o 
Pa EN, 
n=yY7 


gesetzt wird, ist also 
lim V,=0 


v=o 


und fiir alle »=1,2,--.- 
|V,1<B, 


wo B von v unabhingig ist. Hs sei 


Cp tg rey ey Oe 
dann ist 


>, é, a PACE cm Uses 


ren 


ae oy VAs < 8-1) a Ue 


v=n+l1 
| 2, 8, | BS (Se — é,) ig Be, 
y=n vyont+1 


<25Be,. 
Wird dies auf 


angewendet, so ergibt sich die Richtigkeit des behaupteten Satzes; 
denn, 


gesetzt, ist 
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Satz 35: Die Reihe 
f(s) = 2,0" 


sei fiir >a konvergent; 6B sei >a und fest. Dann ist fiir 
ganzzahliges m> 1 


lim = it du" #(B+ti)dt=—b,e ™, 


und zwar konvergiert der Ausdruck hinter dem Limeszeichen 
gleichmaBig ftir alle ganzzahligen m>1 gegen seinen Grenz- 
wert. 

Beweis: Es werde 


> be" = K(n) 


gesetzt, und es seien zwei positive GréBen A, 0 nach Satz 34 so be- 
stimmt, daB bestindig 
(2) |K(n)|< Ae 
ist. 
Fiir ganzzahlige v, w, wo w >v=1 ist, ergibt sich 


Dost ia Nae gM = > (K(n)—K(n+ 1))e*n" 


= > Kine" — Ome oa Ve) + K(v)e*°" — K(w+ 1)e*~ % 
n=v+1 : 
a 


=— »'K(n) “if edu + K(v) ef — K(o + le’, 
n=o0+1 

An —4 

Daraus ergibt sich durch Multiplikation mit é‘* und Integration nach 

¢ von —@ bis @, wo w > 0 ist, 


n= n=o+1 


(3) \" : ae 
-+ Kw) f em?" at — K(w 4 1) fem?" ae 


dn 
em She eT SS hin auf tie?" at 


—t®) 


Es werde nunmehr vorausgesetzt, da& m nicht dem Intervall v 
(inkl.) bis w (inkl.) angehdrt, d. h., daB entweder m < v oder m > w 
ist. Dann ist sicher bei jedem Integral in der Summe rechts 


A, — U0; 
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der absolute Betrag des allgemeinen Gliedes jener Summe (die im 
Falle w=v Null bedeutet, d. h. nur fiir w>v auftritt) ist daher 
nach dem Hilfssatz 2 des vorigen Paragraphen 


an w 
S/K(W)| f du) f tiem ar 


an—1 =e 
nt 
S\K@)| f du 
; An—1 re 
-4/ Kolo f 
An—1 


jedes der beiden letzten Integrale in (3) ist absolut genommen 


< fiat 
= 2. 
Daher ergibt sich 


nS he Ode <40 DK) 


An 
n=v0+1 1 


Gow t2/KO)|o+2|Kwt1)\o, 


also nach (2) 


@ 


An 








w Ww PA 
|. int Soe Oras cad Died (AM 4 det 4 deters! 
eo] N=” n=v-+1 ees m : 
a WO ow a ban F 
=e ot1e oe no U —1,d 
<2?Ae > i fi, —u] + 274e 
n=v+1 Oeil 
Gp An ss. 
mary e du ai) 
<2Ae Wa wea 
= n=v+1 Rese | m4 | 
2 g ae 
=a wea} e “au = 450. 
(4) =2Ae ia yy) + 24e 


m 
v 


Hierin ist wegen der Annahme, da nicht 
vimcw 
ist, 
Landau, Verteilung der Primzahlen. II. 51 








co 
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0) 
is 
7 a + ——- du ) 
™ 


sare 
se | res ae f = 
dm +1 


wo im alle m==1 das Ae Integral rechts 0 bedeutet; nach dem 
Hilfssatz 1 des vorigen Paragraphen ist also 


Aw F 


s) a. 8de 
(5) f tn. 


wo A, von m, v, W unabhingig ist. Aus (4) und (5) folgt daher 
- 
af Am mS, a PEN ewe re eee Eee. Vcr 








N= 
{| —@ 


6 
fle 
2 


Gras : Car iemats 


wo A, von @, m, v, w unabhingig ist, wofern eben nur nicht 


v<mcw 
ist. 
Diese Relation (6) gilt auch fiir w = co, wofern eben nur nicht 
v<m 
ist, d. h. wofern 
m.<v 


ist; denn wegen der gleichmafigen Konvergenz von 


o 
—2, (2 +ti) 
nt 
n=0v 


fir —o <t<o ist 


@ 


ye 2 i 5 1 i 5 < 
“dnt be + G4 — Yin 2. f do Soo Ot as, 


w=o n=v 


—-W — Ww 
also 


| 8) . é 
| i ~hyS 
(7) Fe ih emi She ae : 


n=0 
—W 


Es seien r und m positive ig Zahlen; dann ist 


(8) B+ ti) dyer *mP* — She MOH 4 Spe mere, 


27 
om nzm 
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wo das Glied » =m in der ersten oder zweiten Summe weggelassen 
ist, je nachdem m <r oder m>~r ist. Die Strecke von r bis oo mit 
eventueller Ausnahme von m ist entweder, fiir m <r, gleich dem 
vollen Intervall von r bis oo, oder, fiir m=r, gleich dem vollen 
Intervall von r +1 bis ov, oder, fiir m>~yr, gleich der endlichen 
Strecke von r bis_m—1 plus dem vollen, hinter + beginnenden 
Intervall von m + 1 bis 00; daher folgt in jedem Falle aus (6) und (7) 





w é 
} Cy a 
(9) e em Sy e-*nPt | <A "2. 
@ He a 
ee we | 
nem 1 


Andererseits ist 


ies o 


o | 

r—1 —1 

aes — ; aly =f} tea Nie 
eS én Se se Dope yb 'P f mtn) ¥i ae 
| @o =4 

| a ae | 








n=1 
> 
n2m 


a0) 


A 





i _2,8| sin (o(,, —4,) 
o—|>,|¢ in| — M 


> 
nom 


r—1 ; 
pee 
On=1 


(10) exes 


lA 


nz2m 
Es bezeichne y, die kleinste der Differenzen 
Ag — Ay, Ag — Agy s+ + dy — Ag} 


dann ist in jedem Glied der rechten Seite von (10) 





1 1 
i < 
| in — en | aa ce 
also 
| : im) he | ee ae fi 
: Pia fois Ag Bt) gl etd b \enint, 
(11) ice 25,6 Soa 2 
=a nZm 


Aus (8), (9) und (11) folgt 
aa J OG + ti) dt — dye’ os | He fem AB + ti) — Dyer in) a 
o 
r-—1 pee 
(12) Sey alle mrt BAe 
; shi fed 
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Nun sei ¢ eine gegebene positive Grobe. r= r(e) werde so ge- 
wahlt, daf one 

r é 
2 A,e : Ze Q 

ist; alsdann werde a, = @ (é) so gewahlt, dab 

—AnB - & 

12315, <9 
ist. Dann liefert (12) fiir alle o > (¢) 


w@ 


de femtra +tyar— b,, cules += 


2 


renee) 


= €. 


Da dies gefundene @, von m unabhingig ist, ist der Satz 35 bewiesen: 


Es ist w 
. al t . ae 
Vim gf em ((B + 18) dt = Dye" 


— iy 


und zwar gleichmiBig fiir alle m. 
Satz 36: Die Reihe 


f(s) = 2,6" 
n=1 
sei fiir s>« konvergent, und B sei >a. Die Reihe 
9(8) - >, cou 


(a 


sei fir 6 =y absolut konvergent. Dann ist 


lim 36, 1 + ti)g(y — tt) dt ge owe 
Tea) 
Beweis: DaB die Reihe 


Sse nib +yY) 


ab 


konvergiert, ergibt sich ohne weiteres aus 


be "? — O(1) 
und der vorausgesetzten Konvergenz von 
(13) Daler. 


m=1 


§ 225. Beweis des Hauptsatzes. 793 








Es ist nun 
f(B + tig(y — ti) —So,e mem" (6 + 4), 
m=1 


also wegen der gleichmafigen Konvergenz dieser Reihe fiir —o<t<a 


1 , < F CI _ ; a) 


163] 


fre ate ti) gy =3 tt) dt Sic on 
m=1 


(14) Nee 
= < —amy (1 dytt = 4m B 
= ene so fo 1B eet — be" 2 
m=1 ar 


Nach dem Satz 35 ist gleichmifig fiir alle m 


@ 


lim a(t fen" r8 + ti) dt — bye m*) = 0. 


0) 


Wegen der Konvergenz von (13) hat also die rechte Seite von (14) 
fiir «@ = oo den Limes 0, und der Satz 36 ist bewiesen. 


§ 225. 
Beweis des Hauptsatzes. 


Um bei den Beweisen Wiederholungen zu vermeiden, beweise 
ich nur zuerst den allerkompliziertesten Satz und leite dann daraus 
die iibersichtlicheren Spezialfalle her. 

Satz 37: Die Reihe 


f(s) = 0,0" 


sei fiir s>a, konvergent, ftir s>a+1, wo t,>0 ist, ab- 
solut konvergent. Die Reihe 


g(s) Se 
n=1 


sei fiir s>«a, konvergent, fiir s>%+t), wo t >0 ist, ab- 
solut konvergent. 
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Es sel B>%, 
Y > M2, 
Pue ofan 
cet ee - eat 
Dann ist 


Seek i LOK. = Ay (B+Y). 
tim, [rl + ti)g(y —ti)dt = > Patae 


Beweis: Hs darf 
Boatry 
¥L%q TT, 
angenommen werden, da sonst die Behauptung durch Satz 36 schon 
bewiesen ist. 
Wegen der Symmetrie der Voraussetzungen und der Behauptung 
in f(s) und g(s) darf ferner ohne Beschrinkung der Allgemeinheit 


ty St 


und 


angenommen werden. 
Es werde nun ein positives ¢ so klein gewahlt, dab 





Boo te, 
You, +é 
und 
ee ah ane | 
(1) Pom +t %>140(L +2) 


ist. Hieraus folgt 
(8 — a4) + (y— ey) — 4, = (8 — m4) + (py —%) H— 4 + (7 —&) (1B) 
— (23 475%-1)_t@-q)1—s) 
Ba Es 
rein 
= 2e. 
qm +m te=f, 
B= Oly he gaa 
gesetzt wird, erfiillen diese Zahlen die Bedingungen 
Bp iB ae, 


Bi >a, + 4, 
= B, 





Wenn 
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und es ist f(s) fiir s = 8’ absolut konvergent, g(s) wegen 
Saas Joa dy) = 0s 
>2e+a,—6é 

(2) De W +E 
> Wy 

fiir s = y’ und dariiber hinaus konvergent. Nach Satz 36 ist also 


lim = fre'+ ti) g(y’ — tt) dt =Sb,c,e 7? *Y) 
w= Vil 


EShoee 


n=t 


Der Satz 37 ist also bewiesen, wenn es gelingt, die Relation 
. al ° 5 t . ° 
(3) lim 2 uk f(B + ti) g(p — ti) dt —[/(@ + ti) g(y’ — ti) at) =0 


zu begriinden. 
Es ist, wenn die komplexe Variable s =o + ta eingeftihrt wird, 
Prot 
J f(6 + tig(y — tat =| [1998 +7 — 94s, 
P-—wi 
wo das Integral geradlinig zu erstrecken ist. Der Integrand stellt 
eine fiir 


(4) a <6< Pty —% 
regulire analytische Funktion dar, da fiir diese s 
a,<¢6 
und 
ot, =< py = 
ist. Die Gerade 
6=p' 
gehért dem Streifen (4) an, da 
a <B 
und ; 
Feta, 
Pri ee 4 oe 


ist. Nach dem Cauechyschen Satz ist also, wenn iiber das Rechteck 
mit den Ecken B + wt, B’ + wt integriert wird, 
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Prot BP +wt ‘wt 


JSf@9(b + 7 — Ff a Regt tr —2ae ae f(s)g(B-+7—s)ds 
S-—wt — wt B-wt 
ate 
+f f()9(b +7 —8)ds. 
p+ 


Die beiden horizontalen Rechteckseiten haben die Linge 6’ — 6. In 
den beiden letzten Integralen ist also die Lange des Integrations- 
weges von @ unabhiingig. Ich werde zeigen, daB der Integrand in 


allen Punkten des Integrationsweges gleichmibig — O(m*) ist, wo 
<1 ist; damit ist die Relation (3), also der Satz 37 dann be- 
wiesen, da 

peut 


op f()9(B +» —s)ds = -f FB’ + tig(y’ — tat 


ist. a 
Der versprochene Nachweis der fiir B<o<’ gleichmabig 
geltenden Relationen 


(5) f(¢ + wt)9(B + y—6—@i) = (0°) (9 <1) 
und 
(6) {(6 — 01)9(B + y —6 + wt) = O(0") (® <1) 


wird folgendermafien erbracht. 
Es ist nach Satz 33 gleichmaBig fiir «, +e<o<a,+%,+6, 
also a fortiori fiir B<o6< p’ 


: ee 
fe ot) = 0 ieee 
ebenso ist fiir eo, +e<B+y—e6<a,+7,+ 8, also a fortiori fiir 
yp <P+y—ecy, ah. fir BSo< nach Satz 33 gleichmibig 
ean ole es) 
gBty—e+Fat)=O0 : eae 
Im Intervall B <6 < ’ ist also gleichmabig 





gE ee ey Se +2(2 +3) 
{(¢6=x wt)g(B +y—6F wi) = Ole Ps _ 2 ane is 
Nun erreicht die lineare Funktion von 6 im Exponenten rechts ihr 
Maximum des Intervalls 6 < 6 < #’ in mindestens einem der beiden 
Punkte 6 und #’; sie hat fiir o = 6B den Wert 
B— c =o i 
2—f§>% 1% +6(-+2), 


Ty T: 





§ 226. Spezialfille des Hauptsatzes. 797 








der nach (1) kleiner als 1 ist; sie hat ftir « = B’ den Wert 
Bees MP a Pei Ake yee treet 
+e( Sie ) 2 1, T ; +e(< 3 ib 


a Ts T, Te ne 


der nach (2) 











AX 


— 1 1 
Sie pA rae (— ~) 
T; es Pane T. 
ie eral ea 
Ty 


ip 


] 


ist. 

Daher ist ein solehes ® <1 vorhanden, daB die Relationen (5) 
und (6) gleichmaBig fiir B <6 <p’ gelten, womit nach dem Obigen 
der Hauptsatz 37 bewiesen ist. 


§ 226. 
Spezialfalle des Hauptsatzes. 
Satz 38: Die Reihen 


f(s)=2b,¢ 7" 
= 1 


g(s) =S'¢,e 
et | 


seien fiir s >a konvergent, fiir s>a+1, wo t>0 ist, abso- 
lut konvergent. Dann ist fiir 


p> ce, 
y> a, 
(Bo Bit y = a) © 


sas ae: 
lim st, f 18 + ti)g(y — tat = Srgeye in (Bt) 
a2 20) Dia 


Beweis: Man setze in Satz 37 


Satz 39: Es sei . 
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positiv und endlich. Die Reihe 
f(s) = >b,6'" 
n=1 


sei fiir s> a, konvergent, die Reihe 


OPO at 
ee 
fiir s>«,. Dann ist ftir 
B> o,, 
y > Uy, 
(B — %) + (vy — a) > 


Pee a 5 oo i 
tim 2 f 1 + ti)g(y — ta)dt = >be in (B +1) 
2, ya 


Beweis: Man setze in Satz 37 
t= % = 0. 
Satz 40: Es sei 


log n 
ee: y 





lim sup 


n= 


positiv und endlich. Die Reihen 
OS 
n=1 


und 
—Ays 
9(8) = 26,6” 
n=1 
seien fiir s>o konvergent. Dann ist fiir 


Boats 
lim fh f(B + ti)g(B — ti)dt = >%,0,e0 7". 
e), yas 


Beweis: Man setze in Satz 39 
Oy == Ce Oh 
y= 6. 
Satz 41: Die Reihe 


f(s) —>o.e% 
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sei fir s >a konvergent, fiir s>a+7, wo t>0 ist, absolut 
konvergent. Dann ist fiir 


ee aes 


vim sf IF + t4) |?dt => b, Poca 
w — 


Beweis: Man setze in Satz 38 


¢,= Day 
4 Y rei B. 
Satz 42: Es sei ' 
lim sup 2” ae | 
An 


n=O 


positiv und endlich. Die Reihe 
| | f(s) =3'b,e 
n=1 


sei fir s>o konvergent. Dann ist fiir 


l 
Boats 
. 1 i; s 00 ‘ 
lim gf [fl + #0) Pat — >" 5, Fee. 
Be — 
Beweis: Man setze in Satz 41 


oder in Satz 40 BS 


Sechsundsiebzigstes Kapitel. 


Mittelwerte bei ¢(s) auf dem Rande und auSerhalb des 
Konvergenzgebietes. 





8 227. 


E as : 1 (2s) ox Le 
Die Dirichletschen Reihen Ft) und +70) fir o= 1. 


Ich werde jetzt bei &(s) feststellen, daB alle vier Formeln am 


Ende des § 222 fiir gewisse B, y giiltig sind, die nicht beide > 1 sind; 
bei den beiden ersten Formeln werde ich es fiir B>1, y=1 beweisen, 
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bei den beiden letzten fiir soleche 6, y, welche die Bedingungen 
B —-t,y>—1,6+7>16+L7+!1 erfiillen. Bei den beiden 
ersten Beispielen handelt es sich noch um den Mittelwert einer 
Dirichletschen Reihe; aber die im vorangehencen bewiesenen Sitze 
sind nicht anwendbar, da man von der Geraden 6 =1 zwar wei, 
daB die betreffende Reihe auf ihr konvergiert, aber nicht, ob jene 
Gerade die wahre Konvergenzgerade ist oder nicht. Bei den beiden 
letzten Beispielen wird es sich sogar teilweise um vertikale Geraden 
6 =f und o => handeln, auf denen die betreffende Funktion gewiB 
nicht durch eine Dirichletsche Reihe dargestellt werden kann. 
Es ist also zunichst die Giiltigkeit der Formel 


tepid pee : eee 
) linge J erm eye c(26B + 27) 


fiir B > 1, y =1 zu beweisen. 

Fir B>1, y>1 hatten wir das schon. 

Falls nur eine der beiden Zahlen = 1, die andere noch > Lost, 
ist es leicht daraus herzuleiten. Denn es sei alsdann (ohne Be- 
schrankung der Allgemeinheit) B=1, y>1. Die Anwendung des 





Cauchyschen Satzes auf das Rechteck mit den Ecken.1 + i, et +i 











aa 
ergibt 
14+wi ABi + wi es 
le a aloe La 1 1 1 1 
heer oP or f@tdt7—9"* 
— wt Ci —wt 
1+ ‘ 
i Eee AOR 
a3 (SAF y—s)"* 
: x + ot 
Die beiden letzten Integrale haben die feste Wegliinge fe auf 





beiden Wegen ist wegen 6 >1,1+y—6> 1% nach § 47 gleich- 


2 
miiBie 


il 
a = O(log’ a), 
1 
Faty—5 — OO), 


also reichlich 
1 1 


gO FEF y—H — Ws 
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“E(s) 








jene beiden Integrale sind also o(@), und es ergibt sich 


ane at diesem Or ead 


da nun aber nach dem Friiheren wegen der absoluten Reihenkonvergenz 


am 


Jigen" tO 











=) 


ist, so ist die Behauptung (1) bewiesen. 
Es bleibt also als einzige Schwierigkeit der Fall 6 =1, y=1 
tibrig, d. h. der Beweis fiir den 
Satz: Es ist 
_ §(2) 
img, Sra capt = 5) 


02 
os 
at 
90 
ee 
aaron 





Beweis: Es ist nach § 157 


Me) = Sen) 
ne tee g? a 


va (n) 
- e(1 + ti) nit ? 
Pert 


und nach § 158 fir alle ¢ 





also, wenn die Abschitzung gleichmaBig fiir —o <t<o gilt und 
sich auf wachsendes w bezieht, 
ie : 
- t M(n) — Min —1) 
ches #0) ae - aan yy nit t 
n+1 8,— 
ul) 


Sn veo) 2 Ol oa ([V° |v] va 
n= See 
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Ve : Vo 
n 1 e 
$/— 
& ae 0 oe ce ol 

n=1 log* ae) 

Vo ; 
(2) ay me + ole '). 
SR 


Ferner ist nach § 47 reichlich fir —w <t<a@ gleichmahig 
ir 
P 1 6 
(3) fa +t 7 ol i 
Nach der Identitit 
AB=(A—A')/(B—B)4+ABP4+A’B-A'D 
ist nun 


1 ea at 1 
catiwP ca+mia—w 


erates Pa er. 
Vo Vo Ve 
->; aa aaa + apm (am Pa) 
Vo . Vo Va 
a (aaa - 54%) gl Z ti) mae + ti) ->! = H) & Z Fy = 2a) 


Hieraus folgt in Verbindung mit (2) und (3) fiir — @ <t< a@ gleich- 





























miabig 
Vac eo eae 

etme SSA +olo'o *)+ ol *o!)+ ole be *) 
Vo Vo 


->: Ti race o(o *) 
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Vo Ve Vo ; 
2 
(w ar +S) > ae er Fs O(c ~s) 
Vo Vo > 
“= se On), olan), 
: | 1 = = (n) fol y Aaa 3 
5a Pa ee = = +0(a8), 
Brent eae 
a Vo Vo 
Jratare ee ae 0S Sea + (0°). 








In der an rechts treten wegen 
m nN 


m und  symmetrisch auf; sie ist also 

















a 3,— m 
Vo ee, vo a feet 
1 1 1 1 1 1 itt 
0 = faa, Wis ae oy Se >= > aye 
n m m n m n m 
m=2 a 1 a ied =A ] — m 1 — 
n m 2=Ztl 
3/— m 
ve 2 m—1 
al 1 1 1 1 
0S 4(dsSi+d Se) 
m \ log 2 sm 1 m loo 
m=2 n=1 9 nated og — 
Nun ist fiir wachsendes m 
™m 
2 
> toes O (log m) 
n 
oi 
und 
™m 
Sea 
1 1 
m m 
m,. log— kad og —-— 
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m 


2 
1 


= Since 
h=1 — og ( =i 
- 
1 
<> 
k=1 — 
m 


= O(m log m); 


daher ist jene Doppelsumme 


ae 
= Oy (log m += m log m) 
m=2 


oo 
Ag 


also 





1 
aay is ene *) + oe") 
= 0(@), 


1 1 1 
ea J caine Pa 








- (2) 
~ (4) 
Satz: Es ist 
§(2 + 2t2) 
fers fl ve dt = &(2) 
=%° 


Beweis: Das folgt wortlich ebenso, wenn uw(m) durch A(m) ersetzt 
und die Relation des § 167 


D A(n) = O((s55a) 


benutzt wird. 


§ 227. Die Dirichletschen Reihen a und aed fiir o = 1, 805 








Natiirlich ist damit analog zu dem Obigen auch fiir alle 6 > 1, 
vy =1 die Giiltigkeit der Relation 


@ 


te Ge: §(2B + 2t2) S(2y — 2t2) 
lings J fhe ees 


festgestellt. iy 
Aus jedem der beiden bewiesenen Siitze folgt, daB nicht 





Fs 1 
ea 


sein kann, d.h., daB.£(s) auf der Geraden 6 =1 nicht ,unendlich 
werden“ kann; dies schlie8t natiirlich nicht aus, daB 


lim sup | €(1 + ¢7)| = oo 
t=co 
ist, sondern nur, daf 


lim | (1 + ¢7)| = oo 


ist. Ubrigens liBt sich dies auch direkter so einsehen: Hs ist bei 
geraden Wegen fiir w > 0 








1+wi a— wet 2+ we i+w 
ab 1 1 1 
J men met famat f aya 
1—wit 1—wi 2—wi 2+ wit 
Rechts ist 
2+ 20% © 
1 ee . wn) 
SD ren reit f pa ds 
us win) wn) 
— 206 — "(ater ce eae) 
= 2oi+ O(1) 
= 21 + 0(@); 


nach § 47 ist fir 1<o< 2 gleichmibig 


1 ¢ 
ts) = 0 (log t), 


eae (¢), 


also 1+ 


if 7 
tS) ds = 0(@) 


2+wi 
Landau, Verteilung der Primzahlen. II. 52 
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und 


2—wi 


eet 
ei Fe) ds = 0(@); 


folglich ist 


1+wi 


* ds =2oi+ 0(@); 


J 
ware aber F 
BERLE AT wa 
so wiirde im Gegensatz hierzu 
1+wi 
i ds = 0(o) 
ae 5(s) 
sein. 
§ 228. 


Die Mittelwerte von ¢(s) und ¢)(s). 


Hilfssatz 1: Es ist fiir festes e>0 und ganzzahlig wach- 
sendes m 




















m—1 
1 
21 = 01) 
n= n'**log— 
und 
co 
at 
eae ey O(1), 
1l+e n 
n=m+1n log- 
also 
@ 
i 
aa is OD 
n=1 mite log — 
nz2m n 
Beweis: Hs ist erstens 
m m 
2 2 
1 1 >» ul 
n=1 n'* log = 1G Ase 
ao 
il oe i 
= log 2 nite 
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zweitens 


drittens 


folglich; 


ist, 


m—1 m—1 











| 
z| 
Ee 


me 


=U res wine m log m ) 
= o(1) 








ay, 
2m 2m 
1 1 a 
filters n = l+e n 
n=m+in log — ue n=m+1 log — 
m 
m 
Be Seu Le 1 
watt log tk 
m 
Less! N) 1 





mit? — log (1+ *)’ 
da fir O<u<1 
log (1 + u) > > 
2m ‘ m ' 
Be ies WE 
n=m+1n log— k=1 m4 
1 
= 0 ] 
(Gare m log m) 


- O(1), 
D2” 
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viertens 


DB 


1 ‘ 1 1 
n ~ log? Dias: 
n 


nsamtin'** lop— =2m+1 
Mm 
1 
“2 
m® 
2AOGEY 


Hilfssatz 2: Es ist fir o>1,220, B20 


| fo af Liew ae! Oe ae 


[4] 


Beweis: Hs ist einerseits 


Pe ~ et __ 9 748 
foetal ale tsee 





andererseits nach dem Hilfssatz 2 des § 223 


aes 4o 
[tie ae] <2. 


Um Wiederholungen zu vermeiden, beweise ich jetzt gleich die 
Mittelwertformel fiir &)(s) und £02)(s), welche die fiir €(s) als Spe- 
zialfall v, = v, = 0 enthilt. Die wesentliche Grundlage bildet der 

Satz: Hs sei das ganze v >0 fest, das positive B <1 und 
fest. Dann ist gleichmaBig fiir alle ganzzahligen m=>1 

Se oy ay ety ’ — 1)’log”m 
Beweis: Nach § 46 ist fiir s=B+ti,@#>1 
w o ntl 
we) 1 1 1 u—n 
0) Dart eee J Sata 


U 


n=1 n=W Nn 


> 
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809 
und allgemeiner 
ie) a ; (— 1)" log” n a” 1 Be 
es) >, n* T ag b= liott 
R=1 
co n+l i co nr+1 
— »(— 1y-1 (wu — n) log’ eae (u — n) log” u 
v(— 1) Pa Se to Rema vomsnetee 


Ks ist offenbar bei wachsendem @ fiir —o <t<o gleichmaBig 


ad’ 1 ah (— 1)" v! 1 (—1)" log’ [a] 
ae (sa pa). Go yay a es ar ae 


1 log’ 
ad Cea Tp 
also auch obendrein gleichmaSig in Bezug auf m 
. ; a 1 1 ch pe Cooder) 
m ds” ees 1 ne Tea O(; +/¢| eer 2 

folglich gleichmaBig in Bezug auf m fiir wachsendes @ ? 

eo a te ie ake 

Lf mae (Gaaipen)4t= O(a! Blog =f cet) 
: = O(@'~# log’+1@) 


= 0( 0). 


Ferner ist bei wachsendem o gleichmifig fir —o<t<a 
aes fiir alle ¢) 











co n+ 1 © n+1 


, A u — n) log” ~*u log” "ea 
(—9)(- 1-1) f Sa PRE au 0S) fe 


v=ou0 n 


log” — 1, 
= of” ana a 


[w] 
O(@~? log’—1@), 
folglich gleichmaBig in a auf m fiir wachsendes 


—1, ; 
fur vy(—AyR >) “exmog* “ dudt = O(@'-# log’-10) 


n=W n = 0(0). 


| 





| 


(2) 
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Der Satz wird also bewiesen sein, wenn gleichmafig in Bezug 


auf m 
a) n+1 


BAB Al —n)1 
a fm ( sic 6 + ti)(—1)" > {Se Bere Eth, du) dt 
—w n=1 n=o n 
— eo = o(@) | 
mv 





gezeigt ist. 
Die linke Seite dieser Behauptung (1) laBt sich wegen der gleich- 
miBigen Konvergenz der Reihe auf dem (endlichen) Integrationswege 


auch so schreiben: 
Se nN ic a dt 


pee 





oO n+1 


—(— D> foamees fia +e (=) ‘dtdu—E(m, oS log”m 20 


n=0 Nn 





wo E(m,a) fir m<o die Zahl 0, fiir m > die Zahl 1 bezeichnet. 
Hierin ist der “absolute Botrag. der ersten Summe 


es 
Eh: 


(— om nut nen — ee 2 
> = pals |? 
n 


m | 
a log ~ = = 2 log —~ 
nZm n2m 











also fiir jedes konstante « > 0 ht in Bezug auf m 


N 


= oo LER : 
log 




















as 

= 01 wm? ** log’ a eee —— 
= Leen log 

n2m 

co 

1—B+e v ut 
= O|[ log’ @ - 
° ? 

Ue] m 
n=1 ” og = 
nZm | n 


folglich nach dem Hilfssatz 1 gleichmafig in Bezug auf m 
= O(m'-#** log’ w) 
= O(w1-6+2*), 
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d. h. da « hierin irgend eine positive Konstante war, 
= 0(@). 
Die besonders zu behandelnden etwaigen!) Glieder » = m—1 


und x =m der zweiten Summe in (2) sind jedes absolut genommen 
na 


; 1 
< [M2018 + o)du 
log” w 
= 0('°% 20 ‘) 


= 0 («!~P log’ @) 
= 0(@). 
Fiir die iibrig bleibende Summe ergibt sich, wenn w => 1 ist, 
unter Anwendung des Hilfssatzes 2 




















oo n+ti n+1 
= g log 
E>: ae «fe a8 ti) (= Yatdw <> eee Ce ay a 
n=0 7 - log 
n2m—1 en 


dies ist nach Annahme irgend einer positiven Konstanten «, die 


iiberdies ee sel, gleichmaBig in Bezug auf m 


n+1 
= o(o> Jan i o | 

















n=W og 
nzm— I u | 
nom 
f si 
=i ou 
< Zm— ‘i 
aon 
n+1 
= O o1- Pr2e 3 fete 
l+e log.” | 
oe rt 
nem 





m—1 i) 
du du 
(3) = 0 tee : rs +): <e 3) , 
i BT =to oe) m+1 U log- 


1) D. h. fir m>[o]+1 treten beide auf, fiir m—[a] das eine, fiir 
m<[@] keins. 
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‘wo im Falle m=1 das erste Integral durch O zu ersetzen ist. Der 
Hilfssatz 1 des § 223 lautet fiir, den vorliegenden Spezialtypus 
A, = logn 


log (m—1) oo 


eve 
u — log mo = O(1), 
log (m+ 1) 


wo sich die Abschatzung auf wachsendes ganzzahliges m bezieht, also 


m—-1 io) 

igi iam 
—— u oe Freres Uw = 0(1), 
1 


m—1 oo 
i mae coal —*— = (1). 
vu log- rg log 
Die rechte Seite von (3) ist daher gleichmihig in Bezug auf m 
= O(w-# +2") 
= 0(@). 


Der absolute Betrag des letzten Gliedes in (2).ist mit Riicksicht 
auf die Erklarung von E (m,@) jedenfalls gleichmaBig in Bezug auf m 


— log” w 
eee 

= O(a? log’ w) 
= 0(@). 


Der Ausdruck (2) ist also gleichmaBig o(@), und der Satz ist 
bewiesen. 

Aus diesem Satz ergibt sich (wértlich so, wie in § 224 der Satz 36 
aus dem Satz 35 geschlossen wurde) die 

Folgerung: Wenn 0< $< 1 ist und die Reihe 


(8) => 
n=1 


fiir o=y absolut konvergiert, so ist 











Weel aie ; . — 1)"c, log” 
lim gf £8 + ti)a(y — Hat — CU ee 


n=1 
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Insbesondere ist also fiir ganzzahlige v, >0, v, >0 und O<f<1, 
eel 


rail 7 yee F = (— 1)'27" log’ tn 
tim ff rr(e + tga — tsa = SO 08 
"2 n=1 


=o (Pt). 


Der folgenden Verallgemeinerung dieser Formel mu8 eine Ab- 
schiitzung der Zetafunktion vorangeschickt werden, die an sich von 
hohem Interesse ist und iibrigens spater noch verscharft werden 
wird. Hinstweilen geniigt reichlich der 

Satz: Es bezeichne t(o) folgende stetige, mit wachsen- 
dem 6 niemals zunehmende Funktion: 





= 3-6 Ae 6<0, 
el 3 On 6S ¢, 
=1l1—é = to = 

== () tives ss 6; 


Es sei ¢>0 und fest, 7 <0 und fest, » ganzzahlig, >0 und 
fest. Dann ist fiir o>7 gleichmaBig 


6 (s) ts, OC s, 
Der Satz sagt also aus, daf fiir o >, ¢>1 der Quotient 
| ¢) (s)| 


t (a)+e 





unterhalb einer festen Schranke gelegen ist. Natiirlich folgt aus 
seiner Richtigkeit im Falle 7 <0 dasselbe a fortiori im Falle y > 0. 
Beweis: Fiir o >1 ist nach § 46 gleichmabig 


¢(3) = O(log) 





= O0(¢) 
(4) =O (7O+*), 
Fir 1<o<1,¢2>1 ist nach § 46 
0 n+1 
1 il : (u—n)du 
) - 3+ tit (ORS is =12) uo 


1) Vgl. § 240. 
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t+1 n+1 
12S 
[E)| < Dyas + eee sri Ad re carey 
t+1 
ee ed v4 aef 2 o+1 


t+1 
1 
< (t+ 1-7 > 4 Se I $ Bt; 
n=1 
also ist fir <6 <1 gleichmibig 
¢(s) = O@-“logt) + O°) + O(-*) 

= O(log?) 

= O(f-9+*) 
(5) (EOE), 

Andererseits war in § 218 festgestellt, da fiir ;<e6<1—y 
gleichmaBig 
Boe 
(6) (6+ ti) = ol aT *) 
ist. Man konstatiert ferner fir |<o6<1— 7 gleichmafig 
ER ey are Pe 
cos (> (5 + ti)) = ile See eters ba ) 
= t 
(7) = ole? ) 
Wegen der Funktionalgleichung 
BL 0+) peak + ti) eos (7 (o + ti))§(o + ti) 
ist nach (6) und (7) fiir +<o6<1W— 7 gleichmabig 
[fl — 6 + t)| =|§(1 —6 —ti)| 
=f pee il 
~ | (0 + t)| (aol et 2) ole?’) 
o—t 
=\go +t ole*), 

dh, 1—e statt 6 geschrieben, fiir y <o<+ gleichmibig 
(6) Io-+19| =| ool) 
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(8) liefert fiir 0<o6 <4 nach (5) gleichmiibig 


t(s) = GG era 
= Ot ta) 


ae 
- eke ole* ) 
(9) ane) 
und fiir 7 <6 <0 gleichmaBig 
&(s) = 


ates o) ters a 


= o(-°**) 
(10) = OF O**), 
Mit (4), (5), (9) und (10) ist die Behauptung 
(6) = O(F +5) 
(gleichmaBig fiir « > 7) zunachst im Falle vy = 0 bewiesen. Daraus 


folgt sie aber leicht allgemein. Denn, wenn ein v >1 gegeben ist, 
ist fiir 6 >7—« nach dem schon Bewiesenen gleichmibig 
&(s) = OF O*"); 

fir 6 >y, t>e haben alle Punkte des Kreises um 6 + ¢¢ mit dem 
Radius ¢ ihre Abszisse 6 >7, und der Kreis enthilt nicht den 
Pol 1; daher ist «”| &(@ + t¢z)| héchstens gleich dem Maximum von 
| &(s) | iar diesem Kreise; dieses ist, 2 jeder Kreispunkt seine Ordi- 
nate <¢-+ und seine neta > 6 —« hat, in der Halbebene 6 > 
gleichmaBig 


O(e + ate) 
wegen der offenbar iiberall erfiillten Ungleichung 
t(6—é)<t(6)+¢ 
ist also gleichmibig fir ¢ > 7 
(6 +45 ti) az. OC es g)t(9)+ ot) 
= O((2 47) +28) 
= OQ) +28 20) +28) 
= O(t+2), 
Fir o > 7 ist also gleichmibig 
£(6) = O(H*, 
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d. h. gleichmaBig 
EG) = (#9), 
wie behauptet. 
Nun folgt endlich der 
Satz: Wenn 
p>—4 
v Oa, re 
pay ea 
B21, 
Vea 
ist, so ist 


lim 3 xf SOB + a) EO9(y — bi) dt = EAB + 7), 


Beweis: Da dies fiir 6 >1, y >1 nichts Neues ist, darf y< 1 
angenommen werden. Es werde y’ so gewiahlt, dab 


eso ot Gi dint ses ay 
und zugleich 


ty" 
ist; es werde 
B’=B+y—y 
gesetzt; dann ist 
Vee 
B’<8, 
Or pel, 


also nach dem vorangehenden 


. 1 , 5 r , 5 “ , r 
nae Ji E(B’ + ti) EO(y’ — ti)dt = Eatm(B’ + y’) 
= Cert) (B — y). 
Der Satz ist also bewiesen, wenn es gelingt, den Nachweis von 
Jere + een —tde— (EEG + tHE" — Hat + 0(0), 


d. h. von 


Prot pf’ +wi 


(11) J G00(s) E(B + y —s)ds — Ht £00) (s) £0) (8B + »y —s)ds =0(@) 


p-wi B’-—wi 


§ 228. Die Mittelwerte von £(s) und £(s). 817 
zu ftihren. Die Anwendung des Cauchyschen Satzes auf das Recht- 
eck mit den Ecken 8 + i, 6’ +7 ergibt fiir die linke Seite von 
(11) die Summe der beiden iiber die horizontalen Strecken erstreckten 
Integrale plus einer Konstanten, naimlich der Summe der etwaigen 
Residuen in den Polen 1 oder) B+y—1. Da jene horizontalen 
Wege die von  unabhiingige Linge 6 — fp’ haben, so ist alles be- 
wiesen, wenn auf ihnen gleichmabig 
(12) G(s) &(B + y — 8) = o(@) 
gezeigt werden kann. 
Nun ist nach dem tiber die Zetafunktion Bewiesenen fiir s = 6 + w? 
bei gegebenem ¢ > 0 gleichmaBig im Intervall B’ <6 <6 
£0%)(s) £0)(B + y — s) = O(w*)+78+7—9) +8), 
Es ist erstens fir 0O<o <4 (weil }< 6+ — 4G ist) 
(0) + (8 + y—0) <4-+ Max. (1—f—7 +4, 0) 
<3 t+ Max. (3 — 6 —7, 0) 
(13) = Max. (2 — 6 — », $), 
zweitens fiir 1<o6<1, soweit dabei O< B+ y—o6< }¢ ist,- 
1(0) +r(B+y—9)<1—o +4 








=—3-—6 
<$-@+7-¥ 
(14) =2—p—y, 


soweit aber dabei +< 6 + y — 4 ist, 
x(6) + (6 +7 —6) <1—6 + Max. (1 —B—7 + 4,0) 
= Max. (2 — 6 — y, 1 — 6) 
(15) < Max. (2—B—7,4), 
drittens, was nur im Falle 6 >1 in Betracht kommt, fir l<o<6 
(weil jedenfalls B+ y—O 2/7 ist) 
ro) +r(B+y—9)=t6+y7—8) 


(16) < (7). 
1) Der Pol B+ y—1 gehort gewlB wegen 
Pape yen dap 
dem Gebiete an, der Pol 1 nur im Falle 
B>1. 


Beide Pole kénnen auch zusammenfallen. 
2) Was nur fiir B-+ y<3 vorkommt, 
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Nun ist ste der kbistanten rechten Seiten von (13), (14), (15) 
und (16) kleiner als 1; dies ist bei (13), (14) und (15) eine Folge 
der Annahme 


ig age 
bei (16) eine Folge der Annahme 
Yee a 
Daher ist ein positives ¢ so wahlbar, daB gleichmibig fiir Bb’ <6 <8 
t(o)+7(B+y—e)+e 


unterhalb einer Zahl <1 liegt. Damit ist (12), also der Satz be- 
wiesen. 

Fiir 6B=1 oder y=1 kann er gewif nicht zutreffen, da das 
Integral 


f €O(B + ti) £00(y — t8) dt 


alsdann sinnlos ist. Immerhin lft sich der Satz auch in einer Form 
aussprechen, bei der das Verbot 6 = 1 und y = 1 aufgehoben ist und 
sonst die Voraussetzungen unverandert bleiben, namlich, wenn 


(8) — = Zs). 


gesetzt wird, in der Form 
a ; 
(17) lim 5 | Z0D(B + ti) Z0(y — ti) dt = G49(B + y), 
In der Tat unterscheidet sich Z)(s) von €”)(s) um das Zusatzglied 


Se ea 
(s — eee 








welches fiir festes «6 > 0O und wachsendes |t| jedenfalls 


~ O( pr) 
= 0(7) 


ist, so daB fiir wachsendes |¢| wegen B >— 1, »y >— 2 bei passend 
mraliibaren positivem #< 1 
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ZO B+ 84) Zp — ti) — (6016 + £6) + O( Fy) (6 — 4) + OG) 


= S9(B-+4i) $718) + 0(|1|9) 0(4) + 0(4) 
= G(B-+ ti) EN(y — Hi) + Ot“) 


ist und dies Zusatzglied mit Riicksicht auf 


Jf O(t?-)dt = 0(0) 

; = 0(0) 
nicht stért. Es ergibt sich eben (17) aus der alten Formel mit €(s) 
zuerst fiir B >1, y>1 und O<B<1, y>1 (und natiirlich auch 
ftir alle anderen damaligen Wertepaare); hierats ergibt sich weiter 
(17) durch die nunmehr erlaubte Anwendung des Cauchyschen Satzes 


im Sinne des letzten Beweises unter den Voraussetzungen des vorigen 
Satzes ohne das Verbot B=1, y=1. 


Fiinfundzwanzigster Teil. 


Darstellung der endlichen Koeffizientensumme einer 
Dirichletschen Reihe. 


Siebenundsiebzigstes Kapitel. 


Abschiitzung der Dirichletschen Reihen. 





$229. 
Hine vertikale Gerade. 


Es seien jetzt die 2, wieder ganz beliebig, also nur verschieden, 
monoton ins Unendliche wachsend und nicht etwa der Hinschrankung 
des § 223 unterworfen. 

Das Ziel dieses fiinfundzwanzigsten Teils ist, fiir jede Dirichlet- 


sche Reihe is 

f(s) = 20,6 °" 
den Nachweis zu fiihren, daB bei Integration lings einer im Innern 
des Konvergenzbereiches gelegenen vertikalen Geraden 6 = y, wo 


lim / —f(s)ds = 224 Sa, 


y—wi An Sz 
ist, wo 2” bezeichnet, da8 im Falle 
2s A, 


(d. h., wenn # ein 2 ist) das letzte Glied a, den Faktor > erhilt. 
Dies: wird, nachdem im Kapitel 77 Hilfsbetrachtungen voran- 

geschickt sind, im Kapitel 78 bei Reihen mit absolutem Konvergenz- 

bereich in diesem absoluten Konvergenzbereich genau so gelingen wie 


der entsprechende Nachweis friiher beim Typus 
1, = logn 
im § 86. Fiir Reihen mit absolutem Konvergenzbereich wird alsdann, 


auch noch im Kapitel 78, der Ubergang zum Streifen bedingter Kon- 
vergenz leicht méglich sein. 
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Der Beweis der Behauptung fiir den allgemeinen Fall der Reihen 
ohne absoluten Konvergenzbereich® im Kapitel 79 wird schwieriger 
sein. Zwar ist darin der leichtere Fall des Kapitels 78 enthalten; aber 
es ist doch von Interesse, die direktere Behandlung dieses Falles mit- 
zuteilen. 


In diesem § 229 handelt es sich um den 
Satz 48: Es sei 


fe) = 4,6" 
n=1 
fiir 6 > konvergent. Dann ist fiir festes E> 0 
fB+te+ti)= o(t). 
Nur unter der Annahme der Existenz eines absoluten Konvergenz- 
gebietes war dies schon durch Satz 33 bewiesen. 
Beweis: Es werde 


é 


Sao C9) — 5 


n=1 
gesetzt; dann ist fiir alle ganzen m > 1 
|S(m)| <a 
Nun ist, wenn fiir > 4, die Zahl y dureh 
dy SB <A, 4 


bestimmt ist, 


y ; oo hy (x A #8 
f(B+¢+ti) = Sag Ae rere +S (S(n) —S(n—l))e (3 ) 


1 n=yt+l 


¥y : ic) An+1 , ; ; 
aa (5 == ti) 2 sem) fi lst) ie Svea 
n=1 naa J 
¥ pee co Anse me ® 
Hotels Dia jewe + ite oD fet antes 
n=1 m=ytlz 


folglich wegen 
€ Z yaks O(n 


wenn tiber x als ins Unendliche wachsende Funktion von t die Ver- 
ftigung vorbehalten bleibt, 


1) D. h. fiir Reihen, bei denen nicht bekannt ist, ob sie einen absoluten 
Konvergenzbereich besitzen. 
Landau, Verteilung der Primzahlen. II. 53 
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y pad a: ip 
(B+etti)=OS1 + ole fe? du) + o(e® ) 
n= yi 
y+. 


— oy) + oft fe 2 au) + Ole * ) 
= OW) Olte 2). 
a = a(t) sei so gewablt, dah erstens die Anzahl der 1, <7 
y = (a) = o() 
und zweitens 
lim @ = oo 
t=oa 


ist, was natiirlich méglich ist; dadurch ergibt sich die Behauptung 


f(b ++ ti) =o). 


§ 230. 
Ein Streifen und eine Halbebene. 


Satz 44: Hs sei 
old oe 
n=1 


fiir o> B konvergent. Dann ist fiir festes ¢>0O und festes 
n> B+e gleichmaBig im Streifen B+e<6<y 

f(o + ti) = o(8); 
d. h. der Quotient 

if +t) | 
: t 
ist fiir alle jene o kleiner als 0, wenn nur 
t > ty = t(0) 


ist. 
Beweis: «= .(t) habe die Bedeutung des vorigen Paragraphen, 


desgleichen S(m) und y= y(x). Dann ist fiir 6 >B+e 


y oo 4n+1 < i 

a) fore Sora (o—p-L 4) S50 fe“ ane du 
n=1 n=yt+1 An 

oa yai(o-P-5 +4) 


_ s(ye 
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Hierin ist 


y y 
cae a t= DS la,)e*”; 
n=1 n=1 
fiir die héchstens in endlicher Anzahl yorhandenen negativen 4, ist 
im Intervall 6 + e<6<y 
: (ae 8" s, [aghen 
fiir die 2, >0 ist im Intervall 6 + <o<y 
| On le ‘n° =< | A, | ents, 
daher ist fir B+e<o<y 
Sa gue) = 0x1 
n=1 ? n=1 
: = Oy) 
: = o(t). 
Ferner ist, da fiir alle hinreichend groBen ¢ 
2z>0 
ist, das zweite Glied rechts in (1) 


2 Bee Shi Seay 
(op +5+ti) Sm fer lau o(¢ > fe au) 
An 


n=y+1 


Es kommt also. heraus: ; ; 
f(o + ti) =o(t) + ote 3°) a0) at 
= o(t) + o(t) + o(t) 
== O(t}. 


bag 
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Satz 45: Falls 4,0 ist”, ist sogar fir alle ¢6>B+é 
gleichmaBig iE 
f(6 + ti) = off). 


Das 7 ist also weggefallen. 
Beweis: Bei der Behandlung des ersten Gliedes auf der rechten 


Seite von (1) ist hier durchweg 
oe nerf < onl ee® 
also jenes Glied fiir o> f+ é 
Oly) = o(¢). 


Beim zweiten Glied schlieBe ich jetzt, wenn das positive ¢ gleich 
so grob SO wird, daB x >0 ist, so: 


An+4 ae es 
(o—6 te ) Ssy fe a alles p—+ti > fe Be cig 
ee ao jie ytl hn 


<co—B—Ztti fe hs fl 





























1) Sonst natiirlich nicht. 
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Das dritte Glied ist wie oben 


ole +3) _ of) 
= o(t). 


Damit ist bewiesen: 

- f+ tt) = 0) + of) + off) 
= o(t). 

Fiir Reihen mit absolutem Konvergenzbereich gilt genauer der 
Satz 33, bei dessen Beweis ja keine einschrinkende Annahme itiber 
die 2, benutzt wurde., Zu den Reihen mit absolutem Konvergenz- . 
bereich gehéren, wie schon mehrfach bemerkt wurde, alle Reihen mit 
Konvergenzbereich, falls bei der betreffenden 1,-Folge 

lim sup lege Eero, ®) 


ist. 


Achtundsiebzigstes Kapitel. 


Die Darstellung der Koeffizientensumme fiir Reihen mit 
absolutem Konvergenzbereich. 





§ 231. 
Die vertikale Gerade im absoluten Konvergenzbereich. 


Satz 46: Wenn 


co 
f(s) =Sa,e™" 
fot 


fiir ¢=y, wo y>O ist, absolut konvergiert), so ist fir 


jedes reelle z 
~ ytut 


; ae 2 L 
bos —=f(s)ds = 2x1 > a, « 
~ y—wi dn S2@ 
Beweis: Nach § 86 ist, o >0 angenommen, fiir z > 0 
ytwt 
<_ds —2ni 
§ 


y—wt 


ey. 








Bane 
< 
ei <2} 


Ct 


1) c=~y darf auch die Grenzgerade absoluter Konvergenz sein, wenn nur 
dort absolute Konvergenz stattfindet. 
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fiir z= 0 ytuwt 
ee Al D) 
_ ds = Mt) Ss 
y-—wt 
fir 2< 0 
y+or ; 
| es 2 et! 
| ii —ds| <— . 
| s. =o —2 
y—wt 
Aus 
yrwt ytwt % 
wee ae ae 
—~f(s)ds — a > a,€ eas 
y—wt y—wi =A 
yor Z 
= t—4n)8 
Gs lees 
n=1 y—wt 
folgt 
Ss Esk "AG + 
x —hn) 
e . 
Ae — 24% "4, ->" a dire ds = emi), 
An Sk 
wo 
: Fey teed 
ur 


hy Uy = Ly > % 
ist, folglich 


(1) | fe roe _ Rapa 


In SH 


9 et—4n)r 
= n 


Se dagen 


An <& 





et an)y 





te Sal+o > lal® 


dn =e An > e 


a 


wo die mittlere Summe 0 bedeutet, falls kein 2, =a ist; die letzte 


Summe ist wirklich konvergent, da 
| a, | em? 
n=l 

Da die 


nach Voraussetzung konvergiert. 


rechte Seite von (1) fiir 


co = co den Limes 0 hat, ist der Satz bewiesen. 


§ 232. 


Ubergang zu einer anderen vertikalen Geraden im 
Konvergenzbereich. 


Satz 47: Hs miége die meh 


f(s) 31, é 


—A,* 


/ 
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einen absoluten Konvergenzbereich besitzen; es sei y >0 
und die Gerade 6 =y im Innern des Konvergenzbereiches 
gelegen, d.h. y gréBer als die Konvergenzabszisse; dann ist 


yor 
Ee , 
lim — f(s) ds = 2x1 > A, « 
ere ey An S% 


Beweis: Es sei y’ so gewahlt, daB fiir o=y’ die Reihe f(s) 
absolut konvergiert. Dann ist nach Satz 46 
yi twit 
2xi >) a, = lim af f(s) ds. 


< Ww =00 ‘ 
Ayn = y'—wi 


Die Anwendung des Cauchyschen Satzes auf das Rechteck mit 
den Ecken y+ i, y’ + w7 gibt 


eee y= wt a yi tos a ytot ce 
ip — f(s) ds = yh —f(s)ds+ uf — f(s)ds+ f “— f(s)ds. 
y—wt y—we y—mt - y tot 


Nach Satz 44, aber auch schon nach Satz 33 ist im ersten und 
dritten Integral gleichmabig 


f(s) = o(@), 
also gleichmaBig (bei festem x natiirlich) 
— f(s) = 0(1); 


diese Integrale mit fester Wegliinge sind also o(1); daher ist 


ytwi y tos 
" (poe f Gao 
lim i = f(s) ds = lim a —~ f(s) ds 


ir) > on. 


Aes 
hy, S2 
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Neunundsiebzigstes Kapitel. 


Die Darstellung der Koeffizientensumme fiir allgemeine 
Dirichletsche Reihen. 


§ 233. 
Die Darstellung. 
Satz 48: Wenn die Gerade 6 = y, wo y > 0 ist, im Innern 


des Konvergenzbereiches yon 


oo 
f(s) =2a,e 
n= 


liegt, ist 


ytous 
3 ers : ; , 
lim al — f(s) ds = 2x0 > A, 
M=o 3 Al <a 
y—wt n= 


Beweis: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann 
Ui le 2 
angenommen werden, da es sonst nur nétig ist, vorn endlich viele 


Gleder der Reihe abzutrennen und aus 
Ytwe ytot 


J Grow= f F(Sacm+ Seem) as 
y—wt y-wi An S# An >& 
die Behauptung zu erschlieBen. 
Es sei also 
@ LA; 
dann lautet die Behauptung: 
ytuwt 3 
. 1 (@-ay)s a0 
ee is te ds = 0. 


yr-wi 
Noch einfacher lautet die Behauptung, wenn 
L—-Ai=yv, 
gesetzt wird: Falls die Dirichletsche Reihe 


fos] 


g(s) =Sa,e""” 
wat 


$ 
? 
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wo v, > 0 ist, fiir 6=y, wo »>0 ist, und dariiber links hinaus 
konvergiert, ist 
Y¥+twt 


(1) im f{ %as—o. 
aD yee 
Das Bisherige waren oberflichliche Transformationen; in dieser 


Behauptung (1) liegt der Kern des Satzes. 
Nach dem Cauchyschen Satz ist, wenn o> 0 und z>y an- 


genommen wird, / 
ytot z—wit z2tai ytwe 
i I'S) gg A, I'8) gg Mf 98) gg 4 a IS) as. 
s s s § 
yY—wt y—wi z—wi z+wt 


Ich werde zuniichst beweisen, daB fiir z = oo das zweite Integral 
rechts den Limes 0 hat, wiihrend die beiden anderen gegen endliche 
Grenzwerte konvergieren. 

Es ist, 


Sa,e°"” = S(m) 
m=1 in 
gesetzt, fiir 6 > y 


9(s) = (Sm — Sa —1))e*8-” 
w= A 


= Ss (ny(eme-? ie eg. eee Y) 
n=1 


a *n+1 
=(s— NS(n) f eo a is 


also wegen 
S(n)' <e 


ee 


Sf ora 


n=1 
v 


n 
= esp] ferre? du 
Vy 


_ 87) ney) 
(2) itp pees 6 . 





lg(s)|<e|s—y 
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Auf der Strecke (¢ — wi-+- 2+ 7%) ist daher 


IE done a ee eh a) 
z Z—y 





| g(s) 


s 





< 


was vom Punkte s auf der Strecke unabhingig ist und wegen v, > 0 
fiir z= co gegen Null konvergiert. Daher ist 
ztwi 


ie fore eC 


Auf den Geraden t= und t=—o ist nach (2) fir o> y 


g(8)| C 1 Sool a gee. e-1(9-7) 
S| 6 o—y u 








was wegen v, >0 bis 6 = oo integriert werden kann. 
Daher ist 


ytwt co— wt cot wt 


[@as- ‘fea - [Pe ae. 
s s _ 


y—wt y— wt y+ot 
Nun behaupte ich, daB jedes der beiden Integrale rechts fiir 


« = co den Grenzwert 0 hat. Es ist auf beiden Integrationswegen 
fiir 6 > y infolge (2) 




















| g(s) Seeeay 1 (6 
J?) EEE E | ee tes = 74) 
| = hes mee 1 
Ssh tegen ete 
<i¢ - fee SAO, 
(S| oy 
s|+|s| 1 ne 
Cc ——— e-"1 (9-7) 
- [sh2 ey 
= 2¢ Fee Cet 


die Integrale sind daher fiir  >0 gleichmabig konvergent. Daher 
ist nur nétig, fiir festes 7 > y zu beweisen, daf 
nytt 


lim f@as=0 
(y = 00 s§ 
ytwt 


ist. Das ist aber eine unmittelbare Folge des Satzes 44, nach welchem 
gleichmabig s=6 tai, ylo<y 


g(s) = 0(@), 
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also 











ist. Damit ist der Satz 48 bewiesen. 

Es ist der Vollstindigkeit wegen erwitinscht, festzustellen, ob im 
Falle y <0, wenn o=y gleichfalls dem Innern des Konvergenz- 
gebietes 6 >a von f(s) angehdrt, der Grenzwert 

ee 
. é 
tim cls =" F(s)as 
‘ y—wt 
auch existiert. Die Antwort gibt der 
Satz 49: Fir a<y<0 ist 


lim, ie f(s)ds = 2ni( Se -- (0). 


y—wt An Sz 


Beweis: Wenn y’ > 0 gewahlt wird, ist nach dem Cauchyschen 
Satz, falls das Verhalten des Integranden im Punkte s = 0 bertick- 
sichtigt wird, : 
yout y'— wt ytwt ytws 


“peyas——20i70)+ f “p@ast f Sr@ast f Croa 
— wt y—wt y —wi yi toi 
Auf den beiden horizontalen Seiten dieses Rechtecks ist nach Satz 44 
leichmaBi 
: . f(s) = 0(@), 


Cue 
<9) — 0(1); 
das erste und dritte Integral rechts haben also fiir @ = co den Limes 0, 
das zweite nach Satz 48 den Limes 
ni Gn» 
Ant 


womit der Satz 49 bewiesen ist. 
Natiirlich 148t sich in den Satzen 48 und 49 der bevorzugte 
Punkt 0 iiberallhin verlegen; falls 


S =u+ vt 


irgend eine komplexe Zahl ist und 


f(s) = Sao" 
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fiir 6 = y und dartiber links hinaus konvergiert, wo 





you 
ist, so ist offenbar, wenn 
Ss=s' + 8 
gesetzt wird, 
nt —ut+(w—ov)t 
yw rr y—ut+(w M a+) 
_—— fis)ds = ; os Nd s' 
neTiO { wie 
y-wi y—u—(w+o)i 
y-—ut(m—o)i ‘ 
ce f(s’ + s,)ds’ 
i 4 a (s So ; 
y—u—(w+o)i 


, 


foe) 
f(s + 8) = 4,6 *n*o gant 
na 


eine Dirichletsche Reihe mit der Variablen s’ ist, bei der y — wu rechts 
von ihrer Konvergenzabszisse liegt. Daher ist nach den Satzen 48 und 49 


en 5 ee 2 
soa = 2ni > ae"? fiir y > u, 
‘ ee An Zt 
lim | © t(é +5) ds 
7 - 0 ° 4 —i1, 8, 
s a te : my 
one a; = 2ai( Cee —” f (8) fiir y <u, 
ESE 
also : 
. —Ays, at 
y—ut(m+o)t a 2xi S 4,0 Die fiir you, 
8! =r 
P é Pat , die 
lim i a ils +s,)ds pak as gare 3 
Be as eg = 2ai( 2 4,¢ —F(S0)) fiir y<iu. 
a= 


Nun ist offenbar 
y-ut (w +v)i 


lim fi — f(s’ + s) ds’ = 0, 
~ y—u+(w—ov)é 
da der Weg die feste Lange 2|v) hat und auf ihm der Integrand fiir 
wachsendes  gleichmific 
o(1) 


ist. Daher erhalten wir den 
Satz 50: Es ist 


atin om ani Saat ae fiiry>R(s,), 
lm if ——f(s)ds pie 
waco ef  §—§% = Dail ms a,e°-'™"—e°* (54) fiir y<R(s,), 


—wi a 
4, =2 


falls die Dirichletsche Reihe f(s) iiber die Gerade 6 = y hin- 


aus konvergiert. 
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§ 234. 
Beweis der Nichtumkehrbarkeit. 


Satz 48 gab eine notwendige Bedingung dafiir an, daB eine ana- 
toe Funktion fiir 6 >¢«, wo ¢>0 ist, in eine Dirichletsche 
eihe $ 


f(s) = Sa," 


entwickelt werden kann. Es muBte fiir jedes reelle x und jedes y > ¢ 


das Integral 
ytwt 


f = f(s)ds 
y—wt 
fiir @ = oo gegen einen Grenzwert J(x,y) konvergieren, welcher die 
folgenden Higenschaften besitzt: 
1) J(z,y) ist von y unabhingig. 
2) J(x,y)=J(x) ist konstant fiir 
I SE Ea) nae (Ha Le) 
3) J(x,y) =J(a#) ist Null fir 
1 heeled ee 
4) J(a,y) =J(a) hat an den Stellen 2, den Wert 


Ji, —9) +d ”) 
ee ee han 14 oy lima Jy} 8) 
d=+0 J=+0 d=+0 
Satz 51: Wenn eine Funktion f(s) so beschaffen ist, daB 


der Grenzwert 





ytwi 


x es 

im f f@)as=I@”) 
y—at 

fiir y>e, wo ¢>0 ist, existiert und die vier genannten 

Higenschaften erfillt, so ist f(s) nicht notwendig fiir o><« 


von der Gestalt 
f(s) = Xa,e"™" 
n=1 
Beweis: Eine solche Behauptung braucht nur durch ein Beispiel 
bewiesen zu werden. Ich werde zwei verschiedene Beispiele angeben. © 
Das erste ist aus der Theorie der Zetafunktion geschépft und lait 
sich durch Benutzung der zufallig dort vorhandenen Funktional- 
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Bliss ae kurz dames Das zweite ist kiinstlich konstruiert, 
elementarer, aber linger. Bei beiden Beispielen wird f(s) wirklich in 
einer Halbebene als Dirichletsche Reihe darstellbar sei; nur ist 
die Konvergenzabszisse groBer als «. 


1. Es sei 
aw. oa 2*~*) ¢(s— 1), 


Fiir 6 > 1, aber nicht fiir é>2 + ist 


= Me NY 28 | 
f(s) =>! s -" 
nm=1 


konvergent; nach dem Hindeutigkeitssatz ist also f(s) durch itiber- 
haupt keine fiir 6 > 4 konvergente Dirichletsche Reihe 


oo 
—is 
Jae 

n= 1 


darstellbar. Ich behaupte, daB J(x,y) trotzdem seine vier Higen- 
schaften hat. Fiir y >1 ist das nach dem allgemeinen Satz 48 klar; 
es ist also hinreichend, zu beweisen, daB fiir 
te 
J (x, y) = J (a, 2) 
ist, d. h., daB bei festem y in jenem Intervall, festem 2 und wachsen- 
dem 





yw 2+wi 
Ca Coe \ 
== 118) 43 — fEroa toa) 
y—wi 2-—wi 


ist. Da nach dem Cauchyschen Satz 


Yur 2+ 02 ys ytwi 


JEroae- fFroas+ fFr@at [eroas 


y— at 2—wi y— wet 2+ 07 
ist, so reicht es hin, fiir die zwei letzten Integrale festzustellen, dai 
Aae dem Wege gleichmibig: 
Je -£(8) =o (1) 
ist; es reicht also hin, dort gleichmafig 


f(s) = 0 (@) 


zu beweisen. 
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Nun war in § 228 festgestellt, daB fiir —4+<o6 <1 gleichmiabig 
(6 + ai) = 0(@) 
ist; daher ist dort gleichmibig 
(1 — 21-9) €(6 + wi) = o(@), 
f(6+1+ a1) =0(@), 
d. h. fir ?<6<2 gleichmibig 
f(o + wi) = o(e), 
also bei obigem y fiir y<o <2 gleichmibig 
 f(6 £ wi) = 0(0), 


so daB das Beispiel alles Gewiinschte leistet. 
2. Wir untersuchen die Dirichletsche Reihe 


Ans 


f(s) = 24,6" 


in der die A, durch die Rekursionsformeln 


Ay mae L : 
oa 49-1 ;: 
as) oe Waa oar os (n= 1), 
(1) Ign gi 1 Aen (n = 1) 
bestimmt sind, und deren Koeffizienten die Werte 
Q,,-4 = 4 1 ey, 
yg — e2Po} (n>1) 
haben. 
Aus der Definition folgt fir n >1 
Ant Ze dns 


also wegen (1) 
limi, = 00. 


n=e 
Es wird sich nun zeigen, daB die Reihe 


[o e} 
. —A,ys 
(2) An 
n=1 


die Grenzgerade 6 = 1 hat, da aber die durch sie dargestellte Funk- 
tion fiir 6 > 0 regulir ist, und daB 


J (a, v) 
fir alle y >0 die erforderlichen vier Higenschaften besitzt. 
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Es ist —*anat* gana ie 
2) 


Ayn 1 © 
daher kann (2) gewif fiir 6 <1 nicht konvergieren. 
Nun ist fiir n>1 
Jon 41 ee ihcage 
a 1 Rie ds n—1) 
also die sukzessiven 2 mit ungeradem Index jedesmal um mehr als 1 
wachsend. Wegen 


Agere 
ist also fir n>1 
hon-1 a N- 
Fiir 6 > 1 ist daher 
Sta Eye, 49, ~1 (1-9) 
las, ye i2n—1 | =e?” “1 
—n(o—1 
<ene-9, 
ferner ; 
dly,€'2"*| = e'2n—1-73n% 


49m—1—49y—10 
=< ¢€ 73 2n-—1 


= e 42n—10—}) 


Pe e72(o—-1). 


Daher konvergiert (2) (absolut) fiir 6 > 1; 1 ist also die Konvergenz- 
abszisse. 
Wir.o 1° ist 


eo 


(O.= Slee es a, ey 


n=A1 
oo 

vi —4 —hons 

= > e'2"-1(¢ Ape a ant) 
n=1 


Von dieser neuen Reihe zelge ich jetzt, daB sie fir o >0 kon- 
vergiert und zwar in jedem endlichen Gebiete innerhalb dieser Halb- 
ebene gleichmaBig, so daB f(s) fiir 6 >0 regulir ist. In der Tat ist 
fiir 6 > 0 


fon | 


| g'2n-1( go *an—18 aes e *2n®) e-“S dy 





e'2n-1/ | 








A2n—1 


Aon —1 
Sg hee aS 





woraus die Behauptung folet. 
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Da fir y>1 
J(a, 7) 
die verlangten Higenschaften hat, ist es zum Schlu8 hinreichend fest- 
zustellen, da bei festem positivem y < 2 fiir y<o< 2 gleichmibig 


f(¢ = w7) = o(@) 
ist. 
Nun ist, wenn tiber eine positive ganzzahlige Funktion x = x(a) 
noch verftigt wird, fiir jene s =o + wi bei jedem wo > 0 


am . 420 —1 —hon—18 dans ~ A9n—1 een ol —hon8 
eee ee ew ted oie eh), 
n= : 


n=x+1 


10) < eee gee) + tal SP 
n=1 = 
a 2 Sider aS Ue 
eae | 


(emit 


Wird x so gewiahlt, daB 


lim # = co 
wc 


und 


x 
PE = 0(@) 


ist, so ersieht man: 
f(¢ + wi) = 0(@), 


womit alles bewiesen ist. 
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Sechsundzwanzigster Teil. 


Hinreichende Bedingungen fiir die Entwickelharkeit 
von Funktionen in Dirichletsche Reihen. 


Achtzigstes Kapitel. 
Hauptgesetze. 





§ 235. 
Problemstellung. 


Die Hauptanwendung der Dirichletschen Reihen 


© | ae 


und der durch sie, eventuell tiber den Konvergenzbereich hinaus, defi- 
nierten Funktionen f(s) bestand in der Abschatzung von 


x 
= 4, 
nm=1 


auf Grund der fiir f(s) etwa bekannten Relationen. Es sei z. B. 
y > 0, die Reihe (1) irgendwo konvergent, und es lasse sich ftir alle 
0 > 0 die Beziehung 


>a, = O(a’*) 
n=1 


beweisen; dann ist nach § 32 und § 42 die Reihe (1) fir 6 >¥y kon- 
vergent, also f(s) dort durch die Reihe darstellbar, und umgekehrt. 

Ich werde nun untersuchen, welche Higenschaften von f(s) — 
aufer dem natiirlich vorauszusetzenden Reguliirsein in einer Halbebene 
— die Konvergenz von (1) in dieser Halbebene sichern. Das sind 
Schritte in der Richtung des grofen, aber beim heutigen Stande der 
Wissenschaft noch unerreichten Zieles, zu erkennen, durch welche ana- 
lytischen Higenschaften der Funktion f(s) die Konvergenzgerade von 
(1) charakterisiert ist; einen singuliren Punkt von f(s) braucht diese 
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Gerade ja bekanntlich weder zu enthalten noch in beliebiger Nahe zu 
besitzen, wie das Beispiel der durch 


© 
= ayers 
rae 





n=1 


definierten ganzen Funktion zeigt. 
Ich begniige mich nicht mit dem Typus 


1, = logn, 
bin aber andererseits nicht in der Lage, ohne Hinschrinkungen tiber 
die 2, auszukommen. Und zwar mache ich in diesem sechsundzwanzig- 


sten Teil folgende beiden Einschrinkungen: 
1. Ks ist 


0 < lim sup 8" —1 < ow. 


2. Es ist bei jedem gegebenen 0 > 0 
(2) = Ole nr Oy. 


Feely = 


Offenbar sind diese Einschrinkungen noch weitergehend als die 
Bedingung 


bee! eee (een °) 


dn a eae 1, Ti 
des § 223; aber sie sind fiir 
1, = log n, 


d. h. fiir die Dirichletschen Reihen im engeren Sinne, erfiillt, da 
alsdann 





et 
1 1 
oe adie) 
= O(n) 
= O(ni+?) 
= O (ele n(1 +9) 


ist. 
Zur Orientierung médgen zuniichst drei Higenschaften solcher 
Folgen 1,, entwickelt werden; die Bedingung (2) wird iibrigens erst 
beim dritten Hilfssatz zur Verwendung kommen. 
54* 
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ae 


840 








Hilfssatz 1: Es ist ftir «<< — 1 die Reihe 


co 
en % 


n=1 


konvergent. 


Beweis: Es ist wegen 
: 1 
lim sup sch 1 het 
n=o hn 
fiir jedes 0 > 0 
n = O(e%t%)4n), 


if 
ni+d — O(¢n); 


mit Riicksicht auf x < 0 ist daher 
en = O (73) ; 


wegen 
Hw 
eee 
ist 6 > 0 so wahlbar, daf 
un 
rear ese: 


ist, woraus die Behauptung folgt. 
Hilfssatz 2: Fiir x >—J und jedes 0 >0 ist 


Shu Lap (92 @ 4149), 
in See 


Hierbei bezieht sich die Abschitzung auf stetig wachsendes 2. 


Beweis: Es ist 
oS gas ees Da ek 


dn SE dn Sz 
also wegen 
*+i+o>0 
und Hilfssatz 1 
> ein* me eretit) >y Py so ae) 
An Se Z nee 
(4+1+0) ~ An (—t—9) 
< ne Sy n 
m=1 


ws Oe? ee 
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Insbesondere fiir x= 0 lehrt der Hilfssatz 2, daB die Anzahl 


der 1, <2 
= >t pinks O(e7"*) 
an Sa 
ist. . 
Es werde jetzt dauernd in diesem Kapitel fiir m = 1, 2, 3,--- 
a a 
- m ae m+1 = Wyn 


gesetzt. 
Hilfssatz 3: Es ist fiir festes x< — 1 


= ein% 


Hierbei bezieht sich die Abschitzung auf wachsendes ganzzahliges 
m, und die Konvergenz der Reihe steht nach Hilfssatz 1 von vornherein 
fest, da der absolute Betrag des Nenners bei festem m fiir m = co 
obendrein iiber alle Grenzen wiichst. 
Beweis: Nach (2) ist bei gegebenem 0 > 0 
; 
1 a i) 
es oes 
| eC ae 
also fir n >", =7,(6) 
A (t+0) 
Se ee en ; 
re aes - 
A pag eee 
folglich fiir n >) nebst jedem v > 0 
n+o—-1 


hee ae ca = eer — A,) 


n+o—-1 


SS > pret r®) 


v= 


gene 


(3) oa eas es 
Nun zerlege ich fiir jedes m 








in vier Teile 


ee ee, 


TE oh a ae 
a 


wo 


Mv m 


ined eat ee te in 
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Ny sk L gers in py 
Oe he get bes my, 
ist. Fiir alle m > 1 enthalten >; und 5; mindestens je ein Glied und 


nur endlich viele, =>, unendlich viele, >, keines oder endlich viele. 


Es ist in > 
|W, =e 1,,| = Win Sa je 


Bg toatl 
21, 
in > 
\0,, — dnl = 4 — Mm 
= hn co Aint 
21; 
daher ist 
ea << pee ein” 
an S4m-1 
ae 
n=1 


Bei gegebenem 0 > 0 ist fiir alle m > my) = my (0) der Index des 
ersten Gliedes von >, gréBer als n, = m, (0), also in jedem Glied von 
>, nach (3) 


[Om ful ,| ee ae hn 


dn a 1 =: an 





= —— =, a as hy 
r ys 
m+i+ n 

= BORE ai An 

= Imt+1—4n 

B. 2 


>i(m=n hee? 
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und in jedem Glied von >; 
[Om * A, = dn — Cn 


=a Co ous 
ey ae 





a 
->i,- sb Ae 


er din 


he 2 


t (n — mye *n—-10 +9), 


cin% 
4 Am(t+ 0) 3S / errs 
Di: — 0( é an) 


7 ATR bear lon 


m 
es Im (%+1 +0) >; es 
o(e n ++) 
n=1 
m 
Pei Ol geese aS) 
eal ° 


ee O(e'matt* 0) log m) 


= O(dner4, ) 


Ae O (imate 3 


INV 


Daher ist 








Da bei passender Wahl eines 0 > 0 
x2+1+2d0<0 
ist, ist also bewiesen: 
22 = O(1). 
Fir =>) ergibt sich 
LOE 
Dik agai ae 
am 41 54n<4mqitt 


= Clea. a) 





n—™m 
Am +1 24n<4m4+1t21 


h—m 


./ a o 1 
= O(e m+i1% 4140) *), 
e=1 
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wo h der Index des letzten 4 in >, ist. Wegen 


A, = Amt i 1 
ergibt sich 
h—m h 
1 1 

ae 

e=1 Q=1 
= 0 (log h) 
= 0 (Ax) cS 
a 0 naa) 
= OLR 


B= 0(dmeere 
also 


23 = O(1). 


Zusammengenommen kommt heraus: 


bee ein® 
= rae pete ts pears: ak Dh 
0) 4 00) 0+ 0) 


was zu beweisen war. 


§ 236. 


Hinreichende Bedingungen fir die Konvergenz in einer 
gegebenen Halbebene. 


Obgleich in § 238 ein allgemeinerer Satz (54) bewiesen werden 
wird als der folgende Satz 52, mége doch zur Illustration der etwas 
schwierigen Beweismethode dieser wichtige Spezialfall vorangeschickt 
werden. : 

Satz 52: Hs sei fiir jedes 0>0 


Ue lo O(en®), 
also” die Reihe 


(1) Dae as 


n=1 





1) Nach Hilfssatz 1. 
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fiir o>1 absolut konvergent. Die hier durch die Reihe de- 
finierte Funktion f(s) sei ftir 6 >y regular, und bei jedem 
festen 0 >0 sei fiir o> gleichmafig 


f(s) = O(|4]°). 
Dann ist (1) fir 6>7% konvergent. 
Beweis: Fiir : n>1 


ist der Satz trivial; es darf also beim Beweise 


y<l 
angenommen werden. 
Es ist fiir jedes y > die Konvergenz von 


>'4,€ . 
n=1 
zu beweisen, oder, was ganz dasselbe ist, die Hxistenz von 
: me 2 : 
. = yee c A) i 
lim 3a,e °"=lim a,c “*’; 
m=o n=1 m=o0 2, wy, 


tibrigens bedarf dies nur fiir 7 < y </ eines Beweises. 
Da die Dirichletsche Reihe 


eT 28,0 Fe 


fiir 6 —1— 4 wegen 





a Met a 
absolut konvergiert, ist nach Satz 46 
m 1—yn+we 
21 22,07" en if : = f(s + y)as. 
ae I—y—wi 


Diese Identitaét geniigt allerdings nicht fiir den vorliegenden Zweck; 
man hat jedoch genauer nach der (im Beweise des Satzes 46 vorge- 
kommenen) Formel (1) des § 231 fiir @ >0 die Abschitzung 








I—y+wi A | 
ems hy 
| Saale v)ds — 202 > G0" 
| 1-y—ws a 
m co 
APN) Wm, — An) (l— ny) 
EN: | en Ant em n)( . 4 2 Se Jenn ef mM n)( i} 
ey n | Wy, — An @ n dn — WU, 
n=1 n=m+1 


co 


2 em (b— 1) SHE ieotacs| 
o @ if [Wm — 4, | ; 


m= 1 
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= 
‘ ) 


ist rea 
|a [e-4n0+y—”) — ola ae =); 
n 


also ist nach dem Hilfssatz 3 des § 235 die von  unabhangige Summe 


ew inl ty— ”) 
a, 
Pa | Wry [Wy — 4, | 


unterhalb einer auch von m unabhingigen Schranke gelegen. Falls 
also w irgend eine positive Funktion von m bedeutet, ist 














Wegen ( an 
a, =O 


mn I—y+ot 


CG), Bat Dae — [Hr + y)ds+ a=; Sek =), 


n=1 l—yn-—wi 





wo die Abschitzung sich auf ganzzahlig wachsendes m bezieht. 
Ich setze nun fiir w eine Bee ‘Funktion von m, daB wo und 


sogar (fiir einen spateren Zweck) @? stirker als e’"°-” unendlich 
wird; ich setze namlich 





o= eoime—n ‘ 
Dann ist nach (2) 
m i Ve 
(3) 221 > G26 Onl ae 
n=1 I—y-at 


Es werde nun der Cauchysche Integralsatz auf den Integranden 
<_f (s+) 
und das Rechteck mit den Ecken / — 4 + wi, a + wi angewendet, 


auf und in welchem der Integrand nach Voraussetzung bis auf den 
etwaigen» Pol s=0 mit dem Residuum f(y) regular ist: 





—T 4 -wi ioe Toit +ei 
l—n+wi 
a f(sty)ds=2xif(y) + fo pe+ nas +f rerne 
l—yn-—wit 7 wt Y=R 
Ohm =n pais 
l—yn+ot 
+ J <——f(s + y)ds. 
-— Oe 


1) Fiir f(y) =0 ist s—0 eine reguliire Stelle, also die folgende Formel (4) 
auch richtig. 
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Nach Voraussetzung ist» fiir 6 > gleichmaBig, also fiir o > ae 
gleichmaBig ; 5 
f(s) — lle), 
d.h. fir 6 >— i gleichmaBig 


f(s + ») = olla’); 


der Integrand ist also im ersten und dritten Integral auf der rechten 
Seite von (4), deren Weglinge fest ist, gleichmaBig 


em ee a) £3 (= (V— =) 
o( 7 Vo)=O iy 
br Gneaeee Z| 
= 0(1); 


diese beiden Integrale haben also fiir m— oo den Limes 0. Aus (3) 
und (4) folgt daher 








Uae 


Sa ae 
(5) 2xi( See” —f0)) ~ [He rast ot) 
n= 1 Ries Wie 


Nach Voraussetzung ist nun fiir jedes 0 >0O auf der Geraden 
ce 


6 => 2 


f(s + 7) = O(\#)"); 
daher ist fiir jedes feste d > 0 


Tot +e 


Wy, 8 Set +0 
é ™ : m 2 
/ —— fs + 9) ds o(« fea) 
1 


wa 
“Dy, ) 
= ole * @?, 
( Wm ta 2) 
(A . 











Wird hierin z. B. 


1) Ich verwende vorliufig die Voraussetzung mit O(\t|°) nicht in vollem 
Umfang. 


848 LXXX. Hauptgesetze. 








gesetzt, so ist bewiesen, daB 
oi iG Taye 


f re +yas=00) 


§ 
eH 


— ——-wi 
2 








ist. Nach (5) ist daher 


Saye" = f(y) + 0(0), 
d. h. die Reihe 
ase AnY 
n=1 


konvergent (und natiirlich = f(y)). 

Damit ist der Satz 52 bewiesen. 

Mit Riicksicht auf die Analogie zum spateren Satz 54 habe ich 
den Satz 52 in der obigen Gestalt formuliert. Nachtraglich la8t sich 
leicht zeigen, daB die Annahme 

a, = Ove"), 
welche absolute Konvergenz von (1) fiir «6 >/ bewirkte, fallen ge- 
lassen werden kann, wenn nur tiberhaupt die Reihe (1) ein Konver- 


genzgebiet besitzt. Ich behaupte also jetzt den 
Satz 53: Hs sei 


ni) Saeat 
n=1 


in einer gewissen Halbebene konvergent. Die hier durch 

die Reihe definierte Funktion f(s) sei fiir ¢>y regulir, 

und bei jedem festen 0d >0 sei fiir 6 > gleichmaBig 
(8) = OC ¢?). 

Dann ist (1) fiir 6 > konvergent. 


Beweis: Hs sei H irgend ein solcher reeller Wert, daf (1) fiir o> H 
konvergiert; dann ist fiir alle d >0 


a, ats O (eae) / 
Ich setze 


so dai bei jedem 0 > 0 
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ist, und fiihre statt s die neue komplexe Variable 
s’=s—H 
=o +t% 
ein; dann ist die fiir 6’ >J1 durch 


-f() = Sa, 
Efe . ee vin (s— 
6) | _ Sac ae 


definierte Funktion fiir 6’ > 4 — H regular und bei gegebenem 0 >0 | 


gleichmabig ats O(\t|*) 
= 0(|t'#). 
Daher konvergiert nach Satz 52 die Reihe (6) fiir 
o >y—HA, 
d. h. die Reihe (1) fir 
o>. 
§ 237. 


Hilfssatze aus der Funktionentheorie. 


Erster Hilfssatz: Es mége die analytische Funktion F(s) 
folgende Higenschaften haben: 

1. Sie ist regular im Gebiet 6, <6<6,,t fy WO 6,, Ge, ty 
fest und 6, > 6,, 4 >O ist. 

2. Auf dem Rande dieses Gebietes, d.h. auf der endlichen 
Strecke 6, <o<o,, t= und auf den unendlichen Strecken 
6=6,,t>t sowie 6=6,, ¢ >t, ist 
(1) |F(s) <¢, 
wo C eine Konstante ist. 

3. Im Streifen 6, <o<6, ist gleichmaBig 
(2) F(s) = 0), 
wo ¢ eine Konstante ist”). 

1) Natiirlich geniigt es, wie der folgende Beweis zeigt, vorauszusetzen, dah 
fiir jedes d >0 gleichmabig © 

F(s) = 0(¢*) 
ist. 
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Dann ist im ganzen Bereich 6, < 656, t>h 
IF) <C. 


Beweis: Hs sei ¢ irgend eine positive Konstante. Dann ist die 


Funktion 
G(s) = é** F(s) 


fiir 6,<o¢<o,,¢>1, regulér. Ebenda ist wegen 4 > 0 


(3) |G(s)| =e “| F(s)| 

<|F(8)|. 
Insbesondere auf dem Rande des Gebietes ist also nach (1) 
(4) IG@\<C. 


Andererseits ist wegen (2) und (3) im Streifen 6, <6 <6, gleich- 
miBig 
Gi Cees, 
also ebenda gleichmiabig 
(5) lim G(s) = 0. 
t=0co 


Jeder Punkt im Innern des Gebietes 6, <o<6,, (=f, laBt sich 
also nach (4) und (5) in ein Rechteck mit den Ecken o, + t2, 
6,+ ti, 6,+t%, 6+ 4,2 einschlieBen, auf dessen Rande 

|G(s)i<e 


ist; ¢, braucht dazu nur hinreichend groB gewahlt zu werden. Daher 
ist fiir jeden Punkt des Gebietes 





IGs)|<C, 
also nach (3) 

| PX sl <a Cet: 
Da dies fiir alle ¢ > 0 gilt, ist 

|F(S)|<C, 


was zu beweisen war. 
Zweiter Hilfssatz: Es sei 
6, < 03, 
und eine analytische Funktion f(s) habe die Higenschaften: | 
1° f(s) ist regular fir o,< 6=< 9. 
2. Fiir 6 = 6, sei 
(6) f(s) = O(\t/)), 
wo k>O konstant ist. 
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3. Fiir 6 = 6, sei 
(7) f(s) = O(). 

4. Fiir 6, <6 <6, sei gleichmiBig 
(8) f(s) = O(|t|*), 
wo ¢ konstant ist: 

Dann ist fiir 6, <o<6, gleichmiaBig 


PR 
() f(e) = ol\e=). 
Der Exponent nimmt linear von k zu 0 ab. 


Beweis: Wir nehmen die spezielle Funktion 


—— (0-s 
gens 


sin Gee s) 


k 
=— (a= s)I 
Sere s)logs 


Tite ak 
sin Ga a s) 
zu Hilfe, welche fiir reelle s >0O durch den reellen Logarithmus defi- 
? fo} 


niert, in der lings der reellen Achse von 0 bis — oo aufgeschnittenen 
Ebene meromorph ist und insbesondere regular fiir 


6, 0<6,, t>0 





g(s) = 





(10) 


und 
Oy, 6 =.6,, esi 0. 


Fiir 6, <¢ <6, ist gleichméBig bei wachsendem positivem ¢ 


k : : 
ore @2— Hlogs) eis Hag, BMe— 9— ti) 108 (0 + 41)) 
= 


si ea ta 0(3))) 


k a 
ero ((.-a)loge + 30+ Ow) 


ak On—0 





t k— 
(11) = ea oa) t aay 0 (4)! 


1) Die Annahme 
| fe) = O(e8|*!) 
bei jedem 6 >0 wiirde gentigen. 
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Andererseits ist 
1 | 2 





F ak | 
‘n(ge ay) 
im Nenner der rechten Seite hat das erste Glied wegen 


atk 
i 
ay) 2 (02 — 01) 


i nk mall 3 
(—t+o%) a6,-a ee 








e = aa = 


nk 


Panay ite 








gleichmiBig fiir t= co den Limes 0; der Quotient des zweiten Gliedes 
durch oe 


—— ot 
2 —oO 
e (G2 — 03) 


hat den absoluten Betrag 1. Daher ist fiir 6, <6 <o, gleichmabig 


bei wachsendem positivem ¢ : 
ae 


1 _ 8a) 00) 
(12) vee: ian aire 
sin. Ga 6,) s) 
Aus (10), (11) und (12) folgt fiir 6, C6 <6, gleichmabig bei 


wachsendem positivem ¢ 





pare 
g(s) ae} On— O71 e2o) 


also bei wachsendem (¢| 


g(s) = |e] 82; 


d. h. es gibt zwei positive Konstanten A i B derart, daB fiir 
4K 656,, |t\>1 





(18) Ale} Kea: <|g(s)| <Bit\* par 
ist. 
Ich setze nun 
f(s) 
joe 


Diese Funktion erfiillt, ¢; = 1 gesetzt, alle Voraussetzungen des ersten 
Hilfssatzes; denn erstens ist g(s) fir 6, << e¢<6,, ¢>1 von Null 
verschieden, also f(s) ebenda regulir. Zweitens ist fiir 6 =o, und 
wachsendes ¢ nach (6) und der ersten Hilfte von (13) 


tk . 
F()— 0( aes 
t %- 1 


a O(1), 
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ferner fiir 6 =o, und wachsendes ¢ nach (7) und der ersten Hilfte 
von (13) , 
0 (233) 
eee 
t Og — Oy 


= O(1). 
Drittens ist nach (8) und der ersten Hiilfte yon (13) fino, <6 6, 








gleichmafig ‘ 
sear == | 
fant 
- ofS) 
= O(¢). 
Nach dem ersten Hilfssatz ist also fiir 6, <o<6,,t>1 
F(s) = 0(), 


folglich in Verbindung mit der zweiten Hilfte von (13) fiir 6, <o<o, 


02-0 





f(s) = o(¢*-*), 
Ganz ebenso ergibt sich fir o, <o<, und negatives ¢ 


fo) = o() #4), 


also zusammenfassend die Behauptung (9). 


§ 238. 
Hinreichende Bedingungen fiir die Konvergenz in einem 
Teil einer gegebenen Halbebene. 
Satz 54: Es sei fiir jedes 0 >0 


a, = Océ"), 
also die Reihe 
a) See 

1 
fiir 6 >1 absolut konvergent. Die hier durch die Reihe 
definierte Funktion f(s) sei fiir 6 > regulir; ein festes k>0 
sei so beschaffen, daB fiir o >7 gleichmibig 

f(s) = O([t!") 


Landau, Verteilung der Primzahlen. II. 55 
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ist. Dann ist (1) fiir Oe 
o> tte 
konvergent. 
Natiirlich enthalt dies den Satz 52; denn unter seinen Voraus- 


setzungen ist nach Satz 54 die Reihe (1) bei jedem 0 > 0 fiir 


n+l 


Megtr ese x 


d. h. eben fiir 6 > konvergent. 
Beweis: Da fiir 4 >J/ der Satz wegen 


ntkl— 1+kl 
itk=1i+k 
=1 


trivial ist, darf 7 <1 angenommen werden. Alsdann ist der in der 
Behauptung auftretende Wert 








ee 2 ae oe 7) 
rs me aay eS 
== l, 

aber 
n+kl_ n+hky 
fie Pee 

Es sei 

Hk 


dann ist die Existenz von 


™ 


lim 2 4, e-4,7=lim > a,en*n? 


= OO m=0 hy<wm 
zu beweisen. 
_ Ich verstehe unter «<< y—y und g positive Konstanten, tiber 
die noch verfiigt werden wird, und setze 
ao = o(m) 
= Evms, 
Wie beim Beweise des Satzes 52 (damalige Formel (2), wo jetzt 
y — e statt 1 geschrieben wird), ist hier? 


1) In der Tat ist hier f(s+ y) eine fiir c—1—y-+<¢ absolut konvergente 
Dirichletsche Reihe. 
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i— pe 


me 











m (t— y +2) 
2xi >" a,e~nY — if Sere y) ds + i : ) 
n=1 t—y+e—wt 
l-y+e+ot 
(2) =e 
“4 l—y+e-—wi 


Es werde nun der Cauchysche Satz auf das Rechteck mit den 
Ecken 1—y+e+omi, n—-y+te+toi angewendet, auf und in 
welchem wegen : 


Perec y as 


Eh 

und 
ee tva-| ei 0, 
l—-y+e>0 


der Integrand mit eventueller Ausnahme des sicher darin gelegenen 
Punktes s = 0 regular ist. Unter allen Umstinden liefert of 





id (I= Bisa ae 
n=1 Ne ipe aaes 
ied pee EA Ba 
a ju, 
n-yte—wi n-ytetot 
3) = 10 (Conte) et 


Hierin ist 6 


re = 0 (crn "= rs9 [ Cai) 
if) 


=) (em (j= 7-48) ca") 
(4) = Ofermli—ythots), 
Zur Abschatzung von J, wende ich den zweiten Hilfssatz des 

§ 237 an: Auf unser f(s), 

o,= 4 + 6, 

6,=l +6. 
Seine Voraussetzungen sind offenbar erfiillt. Also ist im Intervall 
ytexXocl+e gleichmabig 


p(s) = o(\e)* =r)» 


55* 
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d. b. olheape ee oan oe -qloelintabig 


fe+y) ote’ =). 


Daher ist 
1- and , ered 
I, = = de EEK) 
aT 
of m (« Ceres: +(- 1472 0-74+9)9) 76 
ieee 


also, da die lineare Funktion von o im Exponenten ihren gréBten 
Wert am Anfang oder Ende des Intervalls erreicht, 


wm(y—y¥ +2) Pi Set he ces ea fi guml— y+@) larte(-748 
ol’ twas ey 1— 9 in o(@ sp i—y 
oo 


(0) 











| 


I; 


— Olem e129 gi) ah Oe os) 
(5) = Oe eae ee a) a OGRA 


Das erste Glied rechts in (5) ist gegen die Abschitzung (4) von J, 
zu vernachlissigen; das zweite kam schon in (3) vor. 


Da J, aus Symmetriegriinden dieselbe Abschitzung (5) liefert, 
ergibt sich aus (3), (4) und (5) 


(6) a en vide f(y) on Omar) a Ol eema—v tka +2) 
M=1 


g werde nun so gewihlt, daB beide Exponenten gleich werden; 
d. h. es werde 
raat 
TS Tak 
gesetzt, was wirklich positiv ist. Dann ist jener gemeinsame Wert 
der Exponenten in (6) 
fe eM Sees meet 
Mee Meme Sc ty a 
also bei passender Wahl des positiven ¢ negativ, womit der Satz 54 
bewiesen ist. 


1) Wenn sie konstant ist, erreicht sie ihren gréBten Wert itiberall, also 
gewiB auch in den Endpunkten, 
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Er lat sich wegen 
path Inn 
fe awe iar 


fiir » <J auch so interpretieren. Wenn 


t= 0( (e”°) 





a 


ist und f(s) tiber 7 hinaus in einem Streifen der Dicke D reguliir 
und O(|¢|*) ist (k > %; so ist die Reihe (1) tiber 7 hinaus in einem 


Streifen der Dicke : fk 


Satz 55: Es seien alle Voraussetzungen des Satzes 54 er- 
fiillt und auBerdem 





konvergent. 


y+tkl<0O. 
Dann konvergiert die Reihe (1) fiir 
; o> +h. 
Fir 
n+ kl>0 


ware dies auch richtig, aber nichts Neues, da alsdann 


n7+kl , 
rpRsuthl 





ist. 


Der Satz 55 besagt wegen 
l—(y7+kl) = D—kl 


die Konvergenz iiber 7 hinaus in einem Streifen der Dicke D — fl. 
Beweis: Hs sei 8 die Konvergenzabszisse von (1); wenn 


p=— oo 


ist, ist die Behauptung trivial. Wenn £ endlich ist, ist fir jedes 


tea a, = O(en@*9). 
Ich setze 
ere 0... 
so daf 
a, = O(e"*) 
ist, und fiihre statt s die neue komplexe Variable 
s'=s— 8 


=o +t 
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ein. Dann ist die fir o >/ durch 
f(s) = S40" 


co 
SS —hn PB —hy(s—) 
= — 4,,€ é 
n=A1 
eo 
UE, —iys! 
(7) = Save 


n= 
= g(s') 
definierte analytische Funktion von s’ fiir 
fit | Reet 
regular; fiir 
(MEE aN 
g(s’) = Ot) 
= 0(\2' 
Daher konvergiert nach dem Satze 54 die Reihe (7) fiir 


n—B+KI 
ee ee 


ist auBerdem 





6 > 


also die Reihe (1) fiir 
6> We B+ kl 
itk 





op: 
Daher ist 


= kl 
pa +8, 


n—B+Kkl 
VS tine 
B<n+hl, 
womit der Satz 55 bewiesen ist. 
Aus dem Satz 54 ergibt sich noch eine interessante Folgerung: 
Satz 56: Hs sei fiir alle O>0 


a, = O(e*n®), 





aber fir kein ¢ >0 
a, = O(e-™*); 
mit anderen Worten, es sei 
lim sup =O8 teal = (0). 


n=O n 
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Wenn E>1 ist und fir o>1—E 
f(s) = O(|¢|*) 


k 


ist, so ist 


IV 
~| by 


—1, 


Beweis: /; darf > 0 angenommen werden. Nach dem Satz 54, in 
welchem » = 1 — E gesetzt werden kann, konvergiert die Reihe (1) fiir 








a eee 
Sash oe 
EH 
oe eee 
ware nun 
kai 1, 
so ware jene Schranke 
E E 
lee 1i+tk ie ce 
“F 
= 0; 


also wire fiir ein gewisses « > 0 
a, = O(e~’m ), 
gegen die Annahme. 
Die Satze 54 und 55 besagen zusammenfassend die Konvergenz 
von (1) fir 
6 > Min. (“E, 0 + 41). 


1+k?’ 
Sie lassen sich leicht in eine Form setzen, in der auf die Annahme 
ete 
a, = O (en) 


verzichtet wird: 
Satz 57: Es sei die Reihe 


co 


(1) ae 


n= 


fiir 6 > H konvergent. Die hier durch die Reihe definierte 
Funktion sei fiir 6 > 7 regular, und fiir 6 > sei gleichmiBig 


f(s) = O(|é|"), 
wo k>O ist. Dann ist (1) fiir 
6>y+kl 


konvergent. 
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Beweis: Wenn 
ay Wy he Ue 
a,e°"" a,» 


s'=s—H 
=o 4+t% 
gesetzt wird, ist mit Riicksicht auf 
a, = O (en) 
die durch 


0° 

’ phys! 
Pak. 
pil 


definierte Funktion von s’ fiir 6’ >7—H reguliir und gleichmabig 
=O. 
=OCi 4s 


Nach den Sitzen 54 und 55 konvergiert also die Reihe 


oc 

fe Bla gh 
Pi es 
a 





D : —H+kl : 
6 > Min. (SS5*, 4—H+kl), 


d. h. die Reihe (1) fiir 


; —H-+kl 
6>H-+ Min. Ee. 1 — H + kl) 
+k(H 
= Min. CSS. q+ kl) 
Das Teilresultat 
nh+k(AH+) 
Ra gt St he 
ist hierbei wertlos. Denn 
1. im. Falle 
yn+tkl>H 
ist 
H¥+kH +kl>H+kH, 
7+ kH +) 
the eee 
2. im Falle 


ytkhl<H 
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ist 
—— kl 
y a H+ kl <a aE 
: 7 + k(H + 1) 
Maeda ee Oe need 
Das Ergebnis lautet also: (1) konvergiert fiir 
z 6>y+ kl. 


Einundachtzigstes Kapitel. 


Anwendungen. 





§ 239. 


Darstellung von Dirichletschen Reihen, welche in einer 
' Halbebene nicht verschwinden. 


Dieser Paragraph stellt eine Anwendung des Satzes 53 dar. 
Nach dem Satz 18 lift sich jede fiir ¢ >a konvergente und ein 
absolutes Konvergenzgebiet besitzende Dirichletsche Reihe! 


fis) = ae, 


wo (ohne Beschrinkung der Allgemeinheit) a,-- 0 ist, ohne da die 
L, Emschrankungen unterworfen sind, in einer gewissen Halbebene 
6>G in die Form 


(1) f(s) = ehstg(s) 


setzen, wo 
(2) g(8) = & b,e'm* 


eine dort absolut konvergente Dirichletsche Reihe ist.?) Der Beweis 
zeigte die Giiltigkeit von (1) nicht etwa fiir ¢ >« und konnte es 
auch nicht, da ja z. B. beim Vorhandensein einer Nullstelle von f(s) 
in der Halbebene 6 >a die durch g(s) fiir 6 > G definierte Funktion 
nicht einmal fiir o> « regulir ist. Hs besteht nun aber, falls, wie 


1) Ich schreibe mit Absicht stati 2 hier einen anderen Buchstaben. 

2) Umgekehrt definiert natiirlich im Falle des Vorhandenseins eines absoluten 
Konvergenzgebietes von (2) die rechte Seite von (1) eine ebenda absolut kon- 
vergente Dirichletsche Reihe. 
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stets in diesem Teil, die 2, (nicht die J) bis auf weiteres (bis zum 
Satz 60 einschlieBlich) die Einschrinkungen des § 235 erfiillen”, der 


merkwiirdige 
Satz 58: Wenn die Reihe 


o 
—lys 
Sa,e7" 
Maar: 


fiir o> 8 konvergiert und von Null verschieden ist, so ist 
die Reihe 

cs 

n=1 


fiir o > konvergent. 

Das Uberraschende liegt darin, daB ja bekanntlich aus der Regu- 
laritit einer Funktion fiir 6 > 6 und ihrer Entwickelbarkeit in eine 
Dirichletsche Reihe fir «6 > G keineswegs die Konvergenz dieser 
Reihe fiir 6 > 6 folgt. , 

Der Satz 58 umfaBt den Fall 2,—logn, also auch den Fall 
L,=logn, d.h. den Fall, daB die Reihe f(s), von der man ausgeht, 


vom Typus ~ 
Gy 
f(s) = > ae 

n=1 


Ich beweise an Stelle des Satzes 58 gleich den allgemeineren 
Satz 59: Hs sei die durch die Reihe 


(3) Ee 
m=1 


in ihrem Konvergenzgebiet definierte analytische Funktion 
f(s) fiir 6 > 6 regular und von Null verschieden; es sei ferner 
bei festem 0>0 fiir ¢o>f6+0 gleichmaBig 


fe" = Ot) 


mit einem konstanten k& oder auch nur gleichmiabig 


f(s)e* = old") 


mit jedem konstanten ¢; dann ist die Reihe 


(4) ; Sb," 
n=1 
fiir 6 > konvergent. 


ist. 


1) Daraus folgt gewiB, daf, wenn die Reihe (2) ein Konvergenzgebiet besitzt 
die formal nach (1) gebildete Reihe f(s) ein absolutes Konvergenzgebiet hat. 


i) 
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Es wird also bei Satz 59 nicht mehr Konvergenz von f(s) fiir 
o> vorausgesetzt. Der Satz 58 ist offenbar hierin enthalten, da 
nach Satz 45 aus der Konvergenz von f(s) fiir o> im Gebiete 
6=>6+0 die gleichmaBige Giiltigkeit von 


f(s)e’ = 0(|#)) 
folet. 
Beweis: Hs seien 0 > 0 und ¢>0 fest. Fiir o>6+40 ist 


Ife |<eel"; 


wenn g(s) die durch die Reihe (4) fir ¢ > G definierte, fiir o > B 
regulire Funktion bezeichnet, ist also fiir 6 > 6+ 0 


|| a oe 
Rg (8) AG 
e OG se 


Rg(s)< e+e’, 
also fiir 6 >B +0, |t)/>1 





(5) Hig(s) < 65| |". 
In die Formel des § 73 
(6) IFO) <[SF@)| + |RF@)|F=* + 24-2 
setze ich ein: : 
F(s) = 9(s), 
5S = 6+ ti, 


wo 6, eine fest oberhalb 6 +20 und oberhalb der Grenzgeraden 
absoluter Konvergenz von (4) gewihlte Zahl ist, 

r=6,—B—dO 
und 

o=6,—p—20. 


Fir |¢{)>1+6,—6B—0=t, gehdren alle Punkte u,v des Kreises 
|s—s,|<r dem Gebiet 
u>B+o, |e) 21 
|RF(s0)| < C45 
|S F(59)| < 6 
und der aus (5) flieBenden Abschitzung 
A X<6(\t|-+ 6)— B — 6) 
< ¢,|t|* 


an. Wegen 
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ist nach (6) im Kreise |s—s |<, also speziell fir s=o + ti, 
B+20<5<4,, lt] >% 
l(S)|<ey+ oe + 2e|t|— 

<@,|¢. 

AuBerdem ist natiirlich fiir s=o6+t7, 6>6), |t| >t, 
99 <altl. 

Daher ist, was auch das feste positive ¢ sei, fiir 6 > 8 + 20 gleichmifig 

gla) = O((t1"). 

Nach dem Satz 53 ist also die Reihe (4) fiir 6 > 8 + 20 kon- 
vergent, d. h., da d > 0 beliebig klein war, fiir 6 > 6, und der Satz 59 
ist bewiesen. 

Eine interessante Folgerung ist der 

Satz 60: Es habe die Dirichletsche Reihe (3) die end- 
liche Gerade o=y als Grenze der absoluten Konvergenz; 
die durch (8) definierte Funktion f(s) sei auf dieser Geraden 
und dartiber hinaus in einem Streifen von gréferer Dicke 


als 1, d.h. von der Dicke 1+ 0, wo 0d>0 ist, regular, und es 
sel ftir o> y—Il—od gleichmaBig 


f(s)ev = o(el""); 


dann gehért der Halbebene 6 >y—1—0O mindestens eine 
Nullstelle der Funktion f(s) an. 
Beweis: Wire fiir 6 >» —1—0 





f(s) +0, 
so wire nach say Satz 59 die Reihe (4) fiir o> y—1—0 konvergent, 
also fiir s = fo 2 absolut konvergent; folglich wire die Reihe (3) 


fir s=y ae absolut konvergent. Damit ist der Satz 60 bewiesen. 


Er gilt insbesondere fiir Reihen des Spezialtypus 
Gy 
CD ae > rc 
n=1 


Ks ist nicht ohne Interesse, fiir diesen Typus®, wenn obendrein die 
Voraussetzung 


is f(s) = o(e"") 


1) Man vergesse nicht, daB a, von Null verschieden angenommen war. 
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durch die mehr verlangende 


f(s) = O(|¢/') 
bei emem k> 0 ersetzt wird, einen einfacheren Beweis anzufiihren, 
welcher den Satz 59 nicht betes und damit die Heranziehung dak 
Satzes aus § 73 vermeidet. 


Es gibt ein G = y, so daB g(s) fiir o > G absolut konvergiert; 
dann ist fiir jedes ganzzahlige m >1 die Funktion 


+9) 


Oe 


fiir 6 > G regular und in eine dort absolut konvergente Dirichlet- 
sche Reihe f,,(s) vom Spezialtypus entwickelbar?. Ware nun der 
Satz falsch, d. h. wire fiir 6 > y —1—0 


f(s) +0, 
so ware die durch die Reihe definierte Funktion f,,(s) fiir ¢>y—1—0 
regular und aa 

o(| t r). 


Nach dem Satz 57 konvergiert also die ome Reihe f,,(s) fiir 
6>y—1— ) + 


~, 
0) 
9? 
also alsdann absolut fiir s=y — _ Alsdann wire aber auch die 
Reihe fiir R 

(fn (8))" = f(s) 


fiir s=y — - absolut konvergent, entgegen der Definition von y». 


d. h., wenn nur das m hinreichend grof gewahlt ist, fiir 6 >y—1— 


1 


1) Dab (f(s))™ in eine solche Reihe entwickelbar ist, laf{t sich nattirlich 
auch ohne Hinfiihrung des g(s) nach dem binomischen Satz genau so begrtinden, 


wie beim Beweise des Satzes 18 die Darstellung von f(s) als e’) begriindet 
wurde. Fiir alle hinreichend grofen o ist naimlich 


ae ti << ey 


| Q, | | 4s 


oe 1) 3 





also durch Anwendung der Binomialreihe 
1 ia 


(q+f+gt- .)"= a, "Gtual# 4% B+ )to), 


wo beliebig umgeordnet werden darf. 
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Beispiel: Es sei y(m) ein Nicht-Hauptcharakter nach irgend 
einem Modul und ee 
- YAR 
Ls) =D a 


unsere alte, fiir 6 > 0 und nicht weiter konvergente, fiir 6 >1 und 
nicht weiter absolut konvergente Dirichletsche Reihe. L(s) defi- 
niert, wie wir in § 124 ohne Benutzung der viel tiefer liegenden 
Funktionalgleichung durch partielle Summation bewiesen haben, eine 
fiir 6 >—1 regulare Funktion, die zufolge der damaligen Formeln 
offenbar fir ¢ >— 0, wo 0O<d<1 und 0 fest ist, der Abschatzung 


L(s) = O(\#)?) 


gleichmiBig gentigt. Der Satz 60 (und zwar sogar sein zuletzt ein- 
facher bewiesener Spezialfall) besagt also, daB nach Annahme eines 
06> 0 die Funktion nicht fiir 6 >— 06 von Null verschieden sein 
kann. Wir hatten seinerzeit in § 130 die Existenz der nicht trivialen 
Wurzeln von L(s) nur vermittelst der Funktionalgleichung erschlossen 
(auch die der trivialen, welche jedoch direkter festzustellen gewesen 
wire). Im Falle 


iA Cake Sete 
ist nun die triviale Wurzel 0 vorhanden; aber im -Falle 
teens 


ist ja 0 keine Wurzel, und doch haben wir hier als Anwendung 
unseres allgemeinen Satzes fiir jedes 0 >0O die Existenz einer der 
Halbebene 6 > — 0 angehérigen Wurzel der Funktion L(s) erschlossen. 
Wir wissen von friiher, daB jede solche Wurzel, wenn nur 0 < 1 ist, 
in Wahrheit dem Streifen 0<6< 1 angehort. 

Nun wollen wir aber iiber unsere spezielle Funktion [(s) aus 
dem Satz 58 auch etwas Neues herausholen. Es bezeichne @ die 
obere Grenze der reellen Teile der Nullstellen yon L(s). Zufolge der 
Funktionalgleichung ist 

291; 


denn sonst wire L(s) fiir }<o<1 von Null verschieden, also alle 
nicht trivialen Wurzeln dem Streifen 0 < 6 < 4 angehérig. Wenn 
aber 6, + ¢)¢ eine Wurzel von L(s) in diesem Streifen ist, so ist 
1 — 6,—,i eine Wurzel von L(s), also 1 — 6, + %i eine von L(s), 
und die Annahme war falsch. 

Hs sei andererseits @’ die Konvergenzabszisse der zu 


f(s) = L(s) 
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gehérigen Funktion 


oe y x (p™) 
9(s) oe" é “mpm? 
welche die Gleichung 
f(s) = 69 
jedenfalls fiir 6 >1 erfiillt. Dann ist gewlB 
O=@6' <1, 

da aus 

0'<@ 


das Nichtverschwinden von L(s) fiir 6 > ©’ folgen wiirde. Nach 
dem Satz 58 ist andererseits die Reihe g(s) fiir 6 > @ konvergent, d. h. 
0 <6, 
@= @’. 
Die Reihe 
4(p””) 


mpn* 
p,m 





konvergiert also genau bis zur oberen Grenze der Abszissen ihrer 
singularen Punkte; d. h. sie konvergiert in der gréBtméglichen Halb- 
ebene, welche innen keinen singuléren Punkt enthalt. 

Dasselbe behaupte ich von der Reihe 


Page 


Wegen 
@-6'>1 


ist zunaichst klar, daB diese Reihe eine Konvergenzabszisse < @ hat; 
ich habe also nur zu zeigen, da in jeder Nahe der Geraden 6 = O 
ein singulaérer Punkt liegt. Nun ist fiir 6 > @ 


Dy = log Lis) — 4/7? + RS), 
p 


2 
pas 
Pp 


wo fi,(s) fiir 6 >} regular ist. Da y?(m) wieder ein Charakter ist, 
dem L,(s) entspreche, ist fiir 6 > $ 


x*(p) = log ees) + BR, (s), 


28 
p 
Pp 


wo f,(s) fiir 6 > 4 regular ist. Daher ist fir o > @ 
yh = log L(s) — 4 log Ly(2s) + Ry(s), 
Pp 
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wo R,(s) fiir 6 > regular ist. Im Falle 0 > + ist wegen 20> 1 
klar, daB nach passender Annahme eines d>0 fir¢>@0—0 


— plog Ly(2s) + B(s) 
regulir ist, also im Streifen O-0<6<9O die durch 


paar 


definierte Funktion mindestens einen singuliren Punkt besitzt, naémlich 
a 


eine passend wihlbare Nullstelle von L(s). Im Falle @ = 3 ist auf 


der Geraden 6 = © mit etwaiger Ausnahme” des Punktes s = > die 


Funktion 








~ 4 log Ly(2s) + By (s) 
regulir und auf dieser Geraden log L(s) unendlich oft singular. Damit 
ist die Behauptung in jedem Falle bewiesen. 
Im Anschlu8 erinnere ich daran, daB im § 93 analog festgestellt 
war, daB die Dirichletsche Reihe ftir 


55 +50) 


genau bis zur oberen Grenze der Abszissen ihrer singuléren Punkte 
konvergiert. 
Ob dies auch fiir die Reihe auf der rechten Seite von 
oe 
1 NEM 


f(s) _ = ne 





der Fall ist, weiB ich nicht und werde im niachsten Paragraphen mit 
viel mehr Miihe viel weniger herausbekommen. 

Es versteht sich von selbst, daB die Siitze dieses Paragraphen 
auch so formuliert werden kénnen, da8 von a-Stellen statt von Null- 
stellen gesprochen wird. 


8 240. 


Spezielle Untersuchungen iiber die Riemannsche 
Zetafunktion. 


Satz: Hs ist fir 0<o<1 gleichmiBig 
Li =O) 


f(s) = ole? log i) 


1) y?(n) kann ja der Hauptcharakter sein. 
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Vorbemerkung: Fiir unsere Anwendungen auf Dirichletsche 


Reihen wiirde tibrigens 
1l-—o 


¢(s) — oft * **) 


(fiir alle d > 0) geniigen; aber auch das hatten wir keineswegs in 
§ 228 schon gehabt;.sondern unser damaliges Resultat lautete 


Hie) 
c@=-o0l#) fr Oo <3, 
&(s) = O@'-¢*2) NES So 1s 
Beweis: Fiir 6 = 1. ist nach § 46 
&(s) = O(log t). 


Daraus folgt fiir 6 =O nach der Formel 
Al 


Is +t) |—[c(1—o + 4/08") 
des § 228 weiter: 


§ (¢7) a. Ot log t) , 
Ob. ar ¢i== 0) 


E(s) = O (A log i) 


Hs bezeichne logs den fiir s>0O reellen, in der Halbebene 6 > 0 
exkl. s =O reguliren Zweig, und es werde 


Ee = f(s) 


logs 





gesetzt. Dann ist f(s) bis auf den Pol (zweiter Ordnung) s = 1 fiir 
o > 0 exkl. s=0 regular; weil fir O<o< 1 gleichmiabig 


1 1 
ie ep 
f(ti) = O(V2), 
f(1 + #2) = O(1) 
und fir O0<o6<1 gleichmiabig” 


ist, ergibt sich 


f(s) = O}). | 
Nach dem zweiten Hilfssatz des § 237 ist daher fiir 0<o<1 
gleichmaBig ete 





Pie = Ol), 


1) Ubrigens kann hierin ¢ nach § 228 jede Zahl > 4 bedeuten. 
Landau, Verteilung der Primzahlen. II. 56 
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also wegen der dort gleichmabig giiltigen Relation 
log (6 + ti) = O(log t) 
gleichmakig 


1-0 


¢(s) = Olt? ogi), 
was zu beweisen war. 
Satz: Wenn die Riemannsche Vermutung 


E(s) Oy aitiieas 
wahr ist, so ist ftir festes 7 des Intervalls 
2<a<l 
und jedes feste 0 >0O in der Halbebene 6 >7 gleichmaBig 
La : 
ol Sug {ariey, 
mo 
Beweis: Unter Annahme der Richtigkeit der Riemannschen 
Vermutung definiert 


Z(s) = log &(s) 


1 


p,m 


eine in der Viertelebene 6 >4, ¢>0 regulére Funktion. Ich ver- 
stehe unter « eine beliebige feste Zahl derart, daf 


WEAR eas 


ist, und wende, ¢ > 2 angenommen, die Ungleichung des § 73 


HF(s) > —|RF(s,)|SE2 —2.4—e 





30 f-= 0 
an aut: 
F(s) = Z(s), 
S=1lt+ett, 
r=, 
o=l+e—y7. 
Es ist 


| Rlog (5) |< 


und, weil alle Punkte des Kreises |s—s,|<r der Halbebene o>i+<¢ 
angehoéren, in welcher fiir ¢ > 1 ce 


|£(s)| < ett 
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ist, fir ¢ > 2 
a A <log ¢, + 4 log (¢ + 4) 


<o + 4 logt. 
Also ist speziell fiir YS on be tS? 








Pc tae riage a =, Cee + # logs) 
ae 
See 
\S(@ si ti)| = ere tie + ti) 
: Mere 
>a! ~ By-1—Be 


Es ist daher fiir 47S 6< 1+ ¢ gleichmibig 
( l—yt+e ) 
so ete 2n-1-2e 
a CN Ear 
also fiir o > gleichmiBig 
° 1 1l—y+e 
rag) a O (1 y=1-%)) 
Da dies fiir jedes positive « <4 — + gilt, ist fiir jedes feste 0 > 0 in 
der Halbebene 6 > 7 gleichmabig 
anak 
1 aay a 2) 
£(6) = O (1 a 5) 
wie behauptet. 


Satz: Wenn die Riemannsche Vermutung 
f(s) +0 fiiro>4 
richtig ist, ist die Reihe 
) uu (n) 
(1) > He 


tiber die Gerade o =1 hinaus und zwar mindestens fiir 


6>2YV2—2=0,82.. -konvergent. 
Beweis: Der Satz 54 wire fiir jedes 7 des Intervalls + e<ayn<l 
anwendbar auf 





f(s) = aoe 
ae 
5 hee 
ieee UP 


56™ 
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in der Tat wire nach dem Obigen fiir ¢ > 7 gleichmaBig 


fe — (emt) 
Der Satz 54 ergibt also die Konvergenz der Reihe (1) fiir 
LEN ae as 
1$p-% +e 
also, da 0 > 0 hierin beliebig ist, fiir 








1-7 
eyes 


1454 
Oh nt ORS 
re 7 
1 
= 24+(29+-). 


Die giinstigste Wahl von 7 ist offenbar 
1 

eet 
V2 

sie liefert die Konvergenz von (1) fiir 


Ge 2 yo 





Cz 





also die Relation 
> u(n) = O(a), 
n=1 


Falls die obere Grenze @ der reellen Teike der Nullstellen der 
Zetafunktion gréBer als $ und kleiner als 1 ist, liefert offenbar das 
vorige Beweisverfahren an den betreffenden Stellen folgende Abin- 
derungen unterwegs: 

Onin i 
0O<ex<yn—@, 
r=1—8B6, 
ae. 
6(8)|<@t” ,. 


A <¢ ++" logs, 


oF (foro) 


’ 
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Konvergenz von (1) fir 


i 4 
Ce nee 


amar | 
cL ol heh dereaay -) 
| Seley 


- On +1—20? 
giinstigster Wert: gréBere Wurzel von 


d a aha} 
dn On+1—20 i 


On? + (2 —46)n + (@ + @—1)=0, 





o> 











d. h. von 
also ‘ 
1-4 @0-14+0- 654); 


Konvergenz von (1) fir 


2 
2 


o> 





. 


30—2+42(1—6) 
@? 


Siebenundzwanzigster Teil. 


Dirichletsche Reihen mit positiven Koeffizienten. 


Zweiundachtzigstes Kapitel. 


Abschatzung der Koeffizientensumme. 


§ 241. 
Satz mit Voraussetzungen auf der Geraden o = 7. 
Die 2, seien jetzt wieder eine ganz beliebige Folge mit 
Ng Ag Sia Ae aA eters 


lim 2,, = oo. 


r=ao 


Dem Satz des § 66 entspricht der 
Satz 61: Hs habe die Reihe 


(1) ene 
n=1 


einen Konvergenzbereich. Hs sei stets 

Gy, = 0, 
so daB (1) einen absoluten Konvergenzbereich besitzt. Es 
sei f(s) fir ¢>yn, wo 7>0 ist, regular bis auf den Pol erster 


Ordnung s=% mit dem Residuum r, und es sei fiir ¢>y 
gleichmaBig bei absolut wachsendem ¢ 


f(s) — O( tl"), 


wo k konstant ist. Dann ist 


= == = el +. 9 (el), 


Aas 
(EEE) 


Beweis: / darf > 0 angenommen werden; c sei eine — nach 
Voraussetzung vorhandene — Zahl >, fiir welche die Reihe kon- 
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vergiert, d. h. absolut konvergiert. Dann ist, wenn v ganz und 


>k+1 gewahlt wird, 


c+ot c+ooet os 








v evs ers ae 
wet = oh mal 
f —f(s)ds = - > a,e ” ds 
e s s 
c— at c—ct n=1 
ctrat 
=. eit —4n)* 
= Dias ? ds, 
mad c— wt 


also nach dem Hilfssatz 5 des § 66, bei dem natiirlich die Zahl 2 
nicht wesentlich ist und durch jedes ¢ > 0 ersetzt werden kann, 


Qt ie 
Gam 2) Hm LY 


In der nach dem Cauchyschen Satz richtigen Gleichung 


c+mi H—at 























ee ee Oat 
Heo? x P etme 
ak pies | One) 


haben wegen 
f(s) = O(|t/’) 


und der Festsetzung v >k-+1 fir @ =o alle drei Integrale rechts 
einen Limes, davon das erste und dritte den Limes 0; daher ist 





ae bs aoe 
gem ae w= [7 (O-Aarr) Fis 
An = 6 cor po 
ee aa 
x Is (Sete fe ey 
ne By 


Hierin ist fiir. wachsendes 7 


ctot 


es 


(2) + = = = 2ni — on 0 (ell) 


c—axt 
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denn, wenn der Cauchysche Satz auf das Rechteck mit den Ecken 
¢-+ ot, b+ i angewendet wird, wo o>0, b<0O ist, so ist das 
Redon im Punkte y 


yx 


vy? 


q 
dasjenige im Punkte 0 


ga? a? 2x 1 La _ 
ay Co a ee oe ), 

















(e—Dty 
folglich 
C+ wt b+ wt c+wt 
xs 4 ets xs 
e* ds : ds (ee 
ere ne ates SF 
ip grat one a se aE ie eds s—7 +f 8” s—7 
c— wi c— wt wt b+o7 
—o— Mi c+mt 
ee / imei Coes 
elt (ev Sg eS 
+ole 4 fF 8” 84 s” s—n’ 
c— wt —o+ wi 


woraus wegen der Abschatzung 


c+ wi 
= Ore val edo 


es (eet ames 
aa 
(2) folgt. ss 


Ferner ist nach dem Hilfssatz 4 des § 66, bei dem natiirlich die 
Zahl 1 nicht wesentlich ist und durch  ersetzt werden kann, 
foe 








& (0) — 24) s = 0); 


9 = 008 
daher ist 
DB ae — a) = ESM reve + o(er), 
je ee 
also, wenn 
el® = y 
gesetzt wird, 
y 


n 1 1 sie 
Ppa y > a,(Atogy = i,) =y + oly), 
an ~logy 
" 
wo sich die Abschitzung auf unendlich werdendes y bezieht. 


Ich kann jetzt jens Hilfssatz 1 des § 66 anwenden, in welchem 
natiirlich an die Stelle der ganzzahligen Ausnshmenunkte RS igre 
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eine beliebige monoton ins Unendliche wachsende Folge 2,, %,... 
treten kann. Jener Hilfssatz ergibt hier 


y—1 v—2 
ul 1 1 
(v—2)!r a a,(4togy — ,) =y+ oly), 


An = —logy 
n= 7 


i > 
Vie > a, =y + oly), 
an S~— logy 


>, i= = el” + o(er®) 


An St 


was zu beweisen war. 


§ 242. 
Satz mit Voraussetzungen tiber eine Gerade hinaus. 


Den Schliissen des § 65 entspricht der 
Satz 62: Es habe 


eo} 
—A 
Px n*, 
n=1 


Tow) 


ist, ein Konvergenzgebiet. Die dort durch die Reihe defi- 

nierte Funktion sei fiir 6 >7, wo 4 >0 ist, bis auf den Pol 

erster Ordnung s=y mit dem Residuum ¢ regular; sie sei fiir 
u 

fog?’ 


wo stets 


|¢|=%, CoE 


wo g>O0 ist, regulir; dortselbst sei gleichmiBig 
f(s) = O (log4|¢/). 


Dann ist fiir alle 0>0 
T ont O Sis : Wes 
= e7 + (er V ). 


AnZ2 


Beweis: Wie oben ergibt sich, v = 2 gesetzt, 


c+ot 


2x De a, ( —1,)= [Srevas, 


Anse c—of 
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ctor 
2ni >a, (loge—4,) = fEtoas 
An Sloge eee 


c+2°% oo 
s 


- J Eros 4 of Za 
c+ xi 
= ip <f(s)ds + O(A). 
Bei der Anwendung des Cauchyschen Satzes auf den Weg des § 68, 
wo nur ¢ statt 2, » statt 1 getreten ist, kommen aufer dem Pol s= 
fiir das héchste Glied nur die Integralabschétzungen 


c 


gore ne a . 
ie f(e+a i)do= 0(%. log n) 


1 
We (cloga)9 





aoe, 


und - 


1 
"jog It 
fie g+ito—— 
log4 tdt = O| we- Viogz ) 
e (fe : J 


to 


in Betracht. Fiir alle k>g+1 kommt also heraus: 
= aE Y 2 Vinge 
>, % loge — 4.) = Fa" + O(are g 1 





An Slogz 
Y one y2—Vr 
(1) ay Oat — I) = 730 + O(e" V : 


Aus (1) folgt einerseits, wenn 0 eine positive Konstante ist und 
- k+o_ 
e=é(@)=e- V2 
gesetzt wird, 
: > ane +ée— A.) = aCe = O (ene+9—-VaFe) 
AnZzte 


= rae + O(e#-¥2), 
also durch Subtraktion der Relation (1) hiervon 
eat DS) ae+e—2,) = Seer —1) + 0(er-F), 


An S% t<dy Sate 
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§ 242. Satz mit Voraussetzungen viber eine Gerade hinaus. 











Hierin ist 
eS, + a,(@+e—d,)>2 Da, 
<Any Sate "San Se 
und daher 
a5 fer 14. 0 (Leb) 
4n =z ae 


e ae + 08) + O(e HEH V2) 

chess = el +O (er Ve) +0 (ere -Ve +"Ye) 

=e 4 oc) 

Andererseits folgt aus (1), wenn x — «(zx) statt x geschrieben wird, 


a nen é — A) mas ere ) + O(ere- €)— VE ay 


dn Sau-e 


= a ih O(er#-V2), 


also durch Subtraktion dieser Relation von (1) 
r i 
e >) 4, + a, (x — #—1,) =Fer*(1— e-"") + OCP), 


4n =z 8 2—&<lyn Su 


folglich wegen 

62a, + 2 a,@=e—1,)<6 Sa, 
jars —e<i, Sa ipsa 

weiter 


r 1—e"* 1 k/— 
A, z= 5 ee + o( elt — v=) 

n é € 
An S2 





£28 ae ae O (ev Ye), 


Zusammengefabt erhailt man also fiir jedes 0 > 0 


k+d,— 
Sie. Ler 4 (0-9) 
An 32 


hierbei war k eine beliebige Zahl > g +1; fiir jedes 0 > 0 ist daher 
Tr o Ba es 
rea Linn Oi Vs"; 


An =2 
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Dreiundachtzigstes Kapitel. 


Das Verhalten der Funktion auf der Konvergenzgeraden. 





§ 243. 


Existenz eines singularen Punktes auf der Konvergenz- 
geraden. 


Satz 68: Es habe die Reihe 


oo 


ae tnd, 


n 
n= 


wo stets 


a, = 9 


ist, die im Endlichen gelegene Grenzgerade 6 =a. Dann ist 
=qa ein singulirer Punkt der fiir ¢>« durch die Reihe 
definierten analytischen Funktion f(s). 
Beweis: Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit darf 


EA 
angenommen werden. 


In der Umgebung von s=a+1 mit einem Radius r>1 gilt 
die Potenzreihe 





fe) = SS E+ 
v=0 a 


Se > a, (—1)"are-*nla +) 


v=0 


00 ils 
Se} 
me se soe 8) G,, At etn lo $9), 
> Vv: > 


v=0 n=1 





Ware s = eine regulire Stelle, so ware 
robe 


also, wenn » zwischen « + 1—~r und @ gewahlt wird, 


f(n) — Setiny a itera 


v} ? 
v=0 n=1 


§ 244. Uber die Nullstellen auf der Konvergenzgeraden. 881 








folglich, da in der Doppelreihe rechts alle Glieder > 0 sind, 


eo oO 
. Aeon «+ 1—y7)"2? 
h(n) => a,e oe See eS = 
m=1 v=0 ‘ 
= >a, ee Ay (e+ 1) en (a+1—y) 
et 


rr) 
SSF nile 
=> a, é. » 


w=1 


also wire gegen die Voraussetzung « nicht die Konvergenzabszisse. 

Der hiermit bewiesene Satz 63 lehrt u. a., da® unter den Voraus- 
setzungen der Siitze 61 und 62 die (absolute) Konvergenz der be- 
treffenden Reihe fiir ¢ > von vornherein hitte festgestellt werden 
kénnen. ; 


§ 244. 
Uber die Nullstellen auf der Konvergenzgeraden. 
Satz 64: Hs habe 


(1) 24, e ive 
wo 

a,>0 
und stets 
(2) 3 f=) 


ist, die Konvergenzabszisse a, und es sei” fiir 6 >« 


oo 
a —Ays+ Soe 
n=1 


(3) > te =e , 


wo stets 

(4) | epost 

ist. Die durch (1) fiir o>«a definierte Funktion f(s) habe 
im Punkte s=a (der nach Satz 63 jedenfalls singular ist) 
einen Pol erster Ordnung und sei sonst fiir 6 =« regular. 
Dann ist fiir s=a+ti, +20 


f(s) + 0. 


1) Nach dem Satz 18 gilt eine Darstellung (3) in einer gewissen, eventuell 
kleineren, Halbebene jedenfalls; allerdings ist dabei nicht notwendig (4) erfiillt. 
Aus (4) folgt jedoch (2). 
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Beweis: Hs ist fiir o > a, 120 


oo 
aah 4s Son e MF eos (vp t) 


Faas a , 
ey i m ee cos (2 1p 2) 
FO a 2b) Seas Eee , 
eS ae 
f(@) Fae, see ? 


also 1 
~ 820+ S'bne |" (3 +4008 (rn t) + c08(2 Yn t)) 
if(o + tt) *|F(6 + 2t%)| (f@)* =e ee 
= eee 
: eo 2G 
O12 08) as age 2 
(fio) * |f(e + 240)|* 
also fir «a<¢<a+1, peah) 





? 





x 3 

4 4 (6 — a)4 
(5) FPG pea 
| e|f(o + 2t0)|* 

fe +t] 1 


o— a 


L 1% 
(6 —a)*|f(o + 280) |4 


Wenn o zu @ abnimmt, konvergiert fiir ¢20 der Nenner der 
rechten Seite gegen 0; also ist 


lim LET)! — 55 
o=¢e Oe 
fle + ti) +0. 
Offenbar bleibt der Satz giiltig, falls auf die Annahme 
a, = 0 
verzichtet wird und erst von einer gewissen Stelle an 
b, >0 
ist, und sogar, falls die Voraussetzung 
b, 0 
fiir eine solche unendliche Teilmenge fallen gelassen wird, daf fiir 
diese Teilmenge >" bern 


konvergiert. Denn (5) und damit alles Folgende bleibt bestehen. 





Quellenangaben. 


§§ 1—11. 
In dieser Hinleitung des Werkes sind alle erforderlichen Zitate 
angegeben. 
§ 12. 


Das Zeichen O(g(a)) habe ich zuerst bei Horrn Bachmann (1, 
S. 401) vorgefunden. Das hier hinzugefiigte. Zeichen o(g(a)) ent- 
spricht dem, was ich in meinen Abhandlungen frither mit {g(x)} 2u 
bezeichnen pflegte. 


S13. 


Diese Folgerungen aus der Divergenz der harmonischen Reihe 
waren schon Euler bekannt; vgl. z. B. 1, S. 172—174 und 187 bis 
188; 2, S. 229 und 235. ) 


§ 14. 
Legendre 2a, S. 12—15; 2b, S, 412—414; 4, Bd. 2, S. 8689; 
5, Bd. 2, S. 84—87. 
§ 15. 


Die Entwicklung des Primzahlproblems hat bei diesem wenig 
tiefliegenden Satz nicht erst haltgemacht. Mit heuristischer Begriin- 
dung steht er schon bei Euler (1, 8. 174) und Legendre (2a, 8. 464). 


§ 16. 

Ich habe fiir meine Zwecke nicht nétig, die scharfere sogenannte 
Stirlingsche Formel fiir 7(x) abzuleiten. Fiir ganze x lautet die- 
selbe iibrigens 

T (az) =alogz—a2+ ; log a + log V2a + — 


C2 O ad 


ist. Fiir nicht ganze x ist diese Formel auf 7'([x]) anzuwenden, was 
ja mit 7x) iibereinstimmt. 
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ey: 


Die grundlegende Identitat ist unabhingig von Tschebyschef 
(4a, 8. 371; 4b, 8. 20; 4c, 8. 55) und de Polignae (3, S. 15) entdeckt 
worden. Der beim Beweise benutzte Satz iiber die Zerlegung von 
[x]! in Primzahlpotenzen steht schon bei Legendre (2b, S. 8—9; 
3S. 9—11; 4, Bd. 1, 8. 10—11; 5, -Bda ts ae 


ene: 


Das Ergebnis wurde zuerst von Tschebyschef (4a, 8. 371—379; 
4b, 8. 20—26; 4c, 8. 55—61) bewiesen; die vorliegende Beweisfithrung 
schlieBt sich mehr an Herrn Mertens (2, S. 47—48) an. 


§ 19. 


Den Satz mit Beweis entnehme ich aus meinen Arbeiten 9, S. 142 
bis 143, und 34, 8. 174—175; es hatte sich vielleicht mancher Leser 
von Tschebyschef dies ahnlich zurechtgelegt. Allgemein bekannt war 
es nicht; es war auch friiher tibersehen worden, daB bei Tscheby- 
schef (vgl. § 4) implizit und bei Sylvester (8,5. 9) explizit bewiesen 
steht: Aus der damals noch unbewiesenen Relation 

B(")~& 
folgt der Primzahlsatz 
x 


u(x) ~ Jog # 


unmittelbar. Der Satz des Textes sagt noch mehr aus. 


§ 20. 
Tschebyschef 4a, 8. 379—381; 4b, S. 26—27; 4c, S. 61—63. 


§§ 21—22. 


Ich stelle den Tschebyschefschen (4a, S. 371—382; 4b, S. 20 
bis 28; 4c, S. 55—64) Beweis dar, vermeide jedoch die Anwendung der 
Stirlingschen Formel, wodurch er noch etwas elementarer und nicht 
langer wird. 

§ 23. 


Mit diesen sukzessiven Verengerungen der Schranken beschaftigen 
sich die Abhandlungen: Sylvester 3 und 8; Petersen 1; Gram 5; 
von Sterneck 4; Fanta 2. Ich bin im Texte nicht tiber emige Aus- 
fiihrungen von Sylvester 3 hinausgegangen. Daf ich jene elementare 
Methode fiir aussichtslos halte, wird im § 159 naher begriindet. 
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88 2495, 


Die vorliegenden Beweise sind meiner Arbeit 9, S. 140—142, 
entnommen. Die Siitze selbst sind aber, wie der Leser aus § 4 wei, 
schon in den Resultaten von Tschebyschefs Arbeit 2 enthalten. 


§ 26. 
Mertens 2, S. 48—49. 


§ 27. 
Klassische Betrachtung aus der Integralrechnung. 


§ 28. 


Mertens 2, S. 49—52. Der Beweis des Textes ist elementarer 
als der entsprechende Passus dort. Ubrigens bestimme ich hier nicht 
die Konstante B; dies wird in § 36 geschehen. 


§ 29. 

Dirichlet bewies in 17 (a, S. 273—275; b, S. 252—253; «, S. 
254—256; d, 8. 255—257) und 18 (S. 249—250), daB eine in einem 
Punkte konvergente oder auch nur zwischen endlichen Schranken 
schwankende Dirichletsche Reihe rechts davon konvergiert. Das ist 
der Kern des Satzes dieses Paragraphen. Vorliufig ist nur von Rei- 
hen mit reellen Koeffizienten und Variabeln die Rede. 


§ 30. 

Die gleichmaBige Konvergenz fiir s>s,+¢ (€>0) und damit 
die Stetigkeit fiir s > s, bewies Dirichlet in 17 (a, S. 275—276; 
b, 8. 253—254; ¢, 8. 256—257; d, 8. 257—258) und 18 (S. 250 
bis 251). Die gliedweise Differentiierbarkeit fiir s>s, sowie die 
gleichmaBige Konvergenz fiir s>s, und damit die Stetigkeit in s, 
nach rechts bewies Herr Dedekind in dem von ihm herausgegebenen 
Buche Dirichlet 17: a, 8. 410—414; b, 8. 374—37A; ¢, S. 379 bis 
381 (vgl. 18, 8. 371—372); d, S. 379—381. Der allgemeine Reihen- 
satz im § 30 steht zuerst bei P. du Bois-Reymond bewiesen: Neue 
Lehrsatze tiber die Summen unendlicher Reihen, Antrittspro- 


gramm, Freiburg i. B. (26 8.), 8. 10; 1870. 


§ 31 


Erster Satz: Dirichlet 14. Zweiter Satz: Hélder 1, S. 547, 
Dritter Satz: Berger 4, 8. 20—21 (unter der Annahme der Existenz 


Landau, Verteilung der Primzahlen. II. 57 


886 Quellenangaben. 








yon lim era) Landau 9, 8. 146. Viele Sitze ahnlicher Art stehen 
ee Tog & 
bei Berger 4, Pringsheim 1 und Franel 6. 
g 32. 


Cahen 3, 8. 89-91. Hin Teil des Satzes war schon von Stieltjes 
(2, 8. 369) bewiesen worden. 


g 33. 


Die Produktdarstellung der Zetafunktion steht bei Euler (1, 5. 
174—175; 2, S. 225); die daraus folgende Reihe fiir log €(s) ist in 
den Entwicklungen bei Dirichlet (2; 4) oft benutzt; die Reihe fiir 
a folgt unmittelbar daraus. 

§ 34. 


So ungefahr hatte Tschebyschef in 2 schlieBen kénnen, wenn 
er nur den vorliegenden Satz hiitte beweisen wollen. Die Anwendung 
des Satzes auf y(x) ist fiir jeden Kenner des zweiten Satzes aus § 31 
unmittelbar. ; 

§ 35. 

Dirichlet 17a, 8. 243—244; 17b, S. 225226; Ive, 8. 227 

bis 228; 17d, S. 228—229; 18, 8. 220—221. 


§ 36. 

Beweis des (Tschebyschefschen) Satzes tiber die Unbestimmt- 
heitsgrenzen von ARLES Landau 9, 8. 148. Die Konstante B ist 
zuerst von Herrn Mertens (2, 8. 49—52) bestimmt worden. Hier 
ist es etwas einfacher. 

§§ 37—39. 


Ich beweise hier die Sitze von Tschebyschef 2. Zur Ver- 
meidung seiner komplizierteren Betrachtungen tiber Stetigkeit von 
Integralen nach einem Parameter habe ich fiir €(s) die Gleichung 


yee Die 
(2-66) = Ds 





Quellenangaben. 887 








an Stelle von Tschebyschefs Integraldarstellung 


3 1 eS 
30 Ea AS poi 
0 


zugrunde gelegt. Bei spiiterer Gelegenheit (§ 72) wird jene Integral- 
darstellung auch yorkommen und yon Nutzen sein. 


g 40, 


Riemann (1; 2) sagt ohne nihere Begriindung (die er sich 
zweifellos richtig zurechtgelegt hat), daB die fiir 6 >1 konvergente 


Reihe 

ae 

n=1 oy 
dort eine Funktion der komplexen Verinderlichen s definiert; heute 
begriindet man das eben auf Grund des allgemeinen WeierstraBschen 


Satzes. . 
§ 41. 

Riemann 1; 2. 

§ 42. 

Die Existenz der absoluten Konvergenzhalbebene einer Dirichlet- 
schen Reihe ist bei Scheibner (2, 8. 24—25) bewiesen, ebenso die 
Tatsache, daB aus der Konvergenz fiir s, die absolute Konvergenz fiir 
Ji(s) > Hs) + 1 folgt. Die Existenz der Konvergenzhalbebene einer 
Dirichletschen Reihe ist von Herrn Jengen (1,8. 70) entdeckt worden. 
Die gleichmaBige Konvergenz und der analytische Charakter der 
Dirichletschen Reihen im Sinne des Textsatzes ist zuerst von Herrn 
Cahen (8, S. 83 und 93) hervorgehoben worden. | 


§ 43. 
DaB &(s) — — fiir 6 > 0 regulir ist, ist zuerst von Riemann 
(1; 2) bewiesen worden, durch das vorliegende elegante Verfahren 
zuerst von Herrn de la Vallée Poussin (1, 8. 6—8). DaB 
, 1 
lim () — ==) = ¢ 


ist, ist schon aus einer Formel Tsch ebyschefs (La, S. 210; 1b, S. 
204; 2a, 8. 142; 2b, 8. 342; 2c, S. 30; 8, S. 216) ersichtlich. 
Sila 
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g 4A, 


Das ist nur eine unmittelbare Folgerung aus § 43. 


g 45. 


(1 +4) +0 . 


ist unabhingig von den Herren Hadamard (4, S. 200—202) und de 
la Vallée Poussin (2, S. 224—242) entdeckt worden. Die vor- 
liegende Beweisanordnung schlieBt sich an Herrn Mertens (9) an. 


Der Satz 


g 46. 


E(1 + ti) = O (log #) 
ist, ist von Herrn Mellin (2, S. 49) entdeckt worden; das ist der 
Kern des ersten Satzes dieses Paragraphen. Der Beweis dieses Satzes 
in der vorliegenden Fassung und der von mir herriihrenden beiden 


anderen Satze mit Folgerungen stammt aus meinen Abhandlungen 
10, S. 649—654; 36, 8. 750—751. 


Dab 


§ 47. 
Landau 10, 8S. 654—655; 36, S. 752. Dab 


1 ic 
ist, wo c eine absolute Konstante ist, ist einer meiner wichtigsten 
Hilfssatze. ; 


§ 48. 
Landau 10, 8S. 654—656. 


§ 49. 


Ein altbekanntes spezielles Integral. 


§ 50. 
Hadamard 4, S. 213; Landau 10, 8. 657—659. 


8 51. 
Landau 10, 8S. 659—661. 
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§ 52. 


Der Ubergang yon 


> A(n) log ~ x 
n=1 


zu 
= A(n) ~aX 


ist zuerst von Herrn Hadamard (4, S. 217—218) ausgefiihrt worden. 


§§ 53—54. 


Die zuerst von Herrn de la Vallée Poussix (9) bewiesenen Er- 
gebnisse 


v(a) = 2+ Ome VE), 
a(x) = a+ O(ae" Ve) ; 


a(x) = Li(x) + O (ae Ven) 


habe ich auf diesem Wege zuerst im Jahre 1903 bewiesen: 10, 
S. 662—663; 13, 8. 529—532. 


8 55. 
; e log p : Z 
Die Formel fiir > steht zuerst bei Herrn de la Vallée 
~ psa 
Poussin (9, 8. 57) bewiesen. So nahe auch die Behandlung von 
> F(p) im Sinne des Textes liegt, hat man in jener Zeit doch un- 
psa 


notigerweise solche Summen meist durch erneute Anwendung der 
Theorie der Zetafunktion behandelt, statt durch partielle Summation 
von einem Resultate zum andern hintiberzusteigen. 


§ 56. 
Landau 8. 


§ 57. 


Cipolla 1, wo die im Text angedeutete weitere Kette von 
Satzen ausgefiihrt ist. 


§ 58. 
Landau 8. Die Fragestellung riihrt von Lionnet (1) her. 
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§ 59. 
Landau 11. 

§ 60. 
Wigert 2. 

§ 61. 
Landau 12. 

§ 62. 


Der Satz iiber die Zahl 30 ist mit Benutzung der Tscheby- 
schefschen Primzahltheorie zuerst von Herrn Schatunowsky (2) 
bewiesen worden, ohne dieselbe zuerst von mir (5), auf dem Wege 
des Textes von Herrn Bonse (1). Der allgemeinere Satz wurde aus 
der Tschebyschefschen Primzahltheorie zuerst von Herrn Maillet 
(1) gefolgert, ohne dieselbe zuerst von Herrn Remak (1) bewiesen. 
Ich beweise ihn im Text durch die sehr naheliegende Fortfiihrung der 
Bonseschen Methode, was fiir r=2 und r=3 schon bei diesem 
steht. Uberhaupt ist beim ganzen Problem in Wahrheit fiir festes r 


vlogv+o(vlog rv) 


Dye eues Diane ) 


r+1 — p(r+1)logy+o(logr) 
Deed e ; 


also von einer gewissen Stelle an der erste Ausdruck reichlich yon 
héherer Ordnung, so daB es nicht zu verwundern ist, daB man dies 
verschiedentlich elementar konstatieren kann. 


§ 63. 
Erster Satz: Piltz 1, S. 9—11. Zweiter, dritter und vierter Satz: 
Mertens 3. Den dritten und vierten Satz hat natiirlich, da 


€1+%)+0 

damals noch nicht bekannt war, Herr Mertens so formuliert, da er 
nur von solehen ¢ sprach, fiir welche diese Ungleichung erfiillt ist; 
er hob dabei besonders hervor, daB er damit die Konvergenz von 

Dae 

p +ti 

~p 

fiir unendlich viele ¢ (genauer gesagt: fiir alle reellen ¢ mit etwaiger 


Ausnahme einer Menge ohne Hiufungsstelle im Endlichen) bewiesen 
hatte. 
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§ 64. 


Landau 36, S. 753—758. Der im Text gegebene Beweis des 
Primzahlsatzes ae der schirferen Fassung der Atechitaing steht dort 
noch nicht. 


§ 65. 


Landau 34, S. 185—191; 40, S. 1102—1107. Nachdem ich 

~ aa, O. das arithmetische Problem auf das Problem der Diskussion 

von U zuriickgefiihrt und wie im Text 5 224 << U<6 bewiesen hatte, 

untersuchte mein Freund I. Schur die Ae Abschiitzung der eon 

stante U genauer und stellte durch einige Beispiele, z. B. durch das 
im Text erwihnte, fest, daB 


U<6 
ist. Das beste seiner Basics ist 
56 + 40/2 + (93 + 64 V2) cos p + (50 + 32 V2) cos2y 
+ (14 + 82) cos3q + 2 cos6g + cosTp 
= 2(1+cosp)(1+2cosp)?(1+ /2cosp)*(—1+2V2 +(-1-//2+4+ 2cosp)"), 


wo 
M+4+%+a+a,+a,+a,ta, 2164 1447/2 
a, — ay 37 + 24/2 


= 5,915... 





ist, was 
U < 5,916 
lehrt. 

Ganz kiirzlich beschiftigte sich Herr O. Toeplitz erfolgreich mit 
der Verbesserung der Abschitzung von U nach unten und fand dabei: 

Die in § 65 angegebene untere Schranke 5,224 fiir den Ausdruck 
A + . oe Ao, 





, a. h. fiir U, und zugleich die dort ermittelte untere 
Schranke 5 fiir “OF eae es ae —* lassen sich foloenderma8en durch 5,49 


ersetzen. 
Hin auf 8. 252 benutzter Kunstgriff beruht darauf, daB nach 
Annahme irgend einer speziellen Funktion 
G(p) = +& coop +---+e, cos np 
mit reellen Koeffizienten, welche bestindig > 0 ist, die Koeffizienten - 
jedes g(y) im Sinne von § 65 die Ungleichung 


26% +64 +:-:-+¢,a, 20 


non 
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erfiillen; in der Tat ist ja 
Qe My + Ody To + Onn = 1 footer 
Es seien nun x und 4 zwei positive Konstanten, iiber die noch 


verfiigt werden wird. Setzt man 
G(p) = (1 — cos p)(—1+%—2cos 9)? 
1+ x2 + (— 2x — x?) cos p + 2x cos 2p — cos 3g, 


so ergibt sich 
2(1 + «)a, — (2% + x*)a, + 2xa, — a, = 0, 


also a fortiori 
2(1 + x)a, — (2x +27? )a; + 2x0, > Lp 


iti gpe 2+ 
MONE ee a 5 


Oe 5 








Setzt man 
G(p) = 2(1 — cos gy) (1 + cos @) (4 — 2 cos gy)? 
=—1+22— 21 cos pm — 1? cos 2g + 21 cos3y — cos4q, 


so ergibt sich 


2(1 + 2")a, — 21a, — Aa, + 2da, — a, > 9, 


also a fortiori 
2(1 4 #)a, — 22a, — a, + 21a, = 0, 





aa a 











Ce 
Daher ist 
4d ¥ ata > Rey nt ta pit 
also unter Benutzung der vorher fiir a, gefundenen ee 
De tcp ai cia oe (eee (247 a, 
Es werde nun 
t = 2.27 
und 
A= 12 
genommen. Dann ist 
1—1+ 7? 
aa 


< 5,49 
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und 
Shep ee BAO a. 
> 5,49; 
also kommt heraus: 
a, + a, + a + a, > — 5,49a, + 5,49, 
a, +a, + 3 + a, = 5,49. 


Ca 





Folglich ist im Falle » > 3 
a + a, amen Cag ee 5.AQ- 
, dy pee Ae eS 


Cy — 





fiir nm = 2 war im § 65 sogar 


in el aa ee ti A 7 


a, — A 





festgestellt. Stets ist also 
a Fis a + os ae Gy A 
0 1 ark SS 5,49; 


a, 





daher ist 
U > 5,49 


und natiirlich, da 5,49 durch eine etwas gréBere Zahl hatte ersetzt 
werden kénnen, 


[Fee -5 49; 


§ 66. 
Landau 34, S. 218—232; 36, S. 758—764. 


§ 67. 
Im Sinne von Herrn de la Vallée Poussin (1, 8. 6—8), der 
fiir seinen Zweck nur den ersten Schritt zu machen brauchte, durch- 
gefiihrt. Die Tatsache selbst, daB 


t(s) — 


eine ganze Funktion ist, ist schon von Riemann (1; 2) bewiesen 
worden. 


1 
s—1 





8 68. 


Jensen 2. Die Werte von €(—q) fiir g=0, 1, 2,--+ waren 
schon durch Riemann (1; 2) bekannt. 
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§ 69. 

Dieser Beweis der Hilfsformel aus der Theorie der Thetafunktionen 
riihrt von Herrn G. Landsberg her: Zur Theorie der Gaussschen 
Summen und der linearen Transformation der Thetafunc- 
tionen, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 111 
(S. 234—253), 8. 235238; 1893. 


S810 = tis 


Riemann 1; 2. Das ist der zweite der dort gegebenen 
Riemannschen Beweise. Den ersten fiihre ich nicht an, um dem 
Leser nicht unnétige Schwierigkeiten in Bezug auf krummlinige Inte-. 
grale als analytische Funktionen eines Parameters zu machen. Ich 
mache ausdriicklich darauf aufmerksam, da8 meine Abkiirzung &(s) 
nicht dieselbe Bedeutung hat ue bei Riemann. Riemanns &(s) 


ist das 4(s) — §($ + s2) “des § 


S72. 
Beweis der : ortsetzbarkeit: Hermite 1. Beweis der Funktional- 


gleichung: Lerch 3, 8. 5—9. An die Formel @) kniipite tibrigens 
auch Riemanns eee Beweis an. 


aes 


Der erste Satz ist von Herfn C. Carathéodory; ich habe ihn im 
Anschlu8 an eine briefliche Mitteilung von ihm publiziert: 34, S. 191 
bis 193. Der zweite Satz ist (auf Grund einer weniger scharfen Ab- 
schaitzung an Stelle des ersten Satzes) zuerst von Herrn Hadamard 
bewiesen worden: 1, 8. 186—187. 


§ 74. 


Diese Sitze verdankt man Herrn Hadamard (1); die vorliegenden 
Beweise sind unter Benutzung von mannigfachen Vereinfachungen 
anderer Autoren dem gegenwirtigen Stande der Funktionentheorie 
entsprechend durchgefiihrt. 


S2tD, 
Das Ergebnis ist zuerst von Herrn Hadamard (1, S. 210—215) 


erzielt worden, unter Anwendung eines anderen seiner funktionen- 
theoretischen Theoreme. 
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§ 76. 


Das ist die unmittelbare Interpretation des Hadamardschen 
Ergebnisses aus dem § 75. 


Sere 


Das sind ganz spezielle Falle von Abschitzungen, welche Stieltjes 
in seiner Arbeit entwickelt hat: Sur le développement de log I(a), 
Journal de Mathématiques pures et appliquées, Ser. 4, Bd. 5, S. 425 
bis 444; 1889. 


§ 78. 
De la Vallée Poussin 9, 8S. 7—29. 


8279: 
Landau 34, S. 245—250. 


§ 80. 
Landau 34, 8. 213—214 und S. 240—241. 


§ 81. 
Landau 42, 8. 48—53. 


$8 82-88. 


Die Endergebnisse dieser Untersuchungen, d. h. die genauen For- 
meln fiir F(x, r) und f(#, r) sind zuerst von Herrn von Mangoldt (2) 
bewiesen worden. Die vorliegenden, weit kiirzeren Beweise sind von 
mir (35 und 41). Ubrigens behandle ich zur Abwechselung in diesem 
Werke den vorliegenden Fall der Primzahlen tiberhaupt auf dem in 
41 fiir die Primzahlen der arithmetischen Progression benutzten 
Wege (Vereinfachung des von Mangoldtschen Beweisganges) und 
umgekehrt spiiter (in §§ 1833—138) den Fall der Primzahlen der arith- 
metischen Progression im Anschlu8 an die in 35 und 41 fiir den 
Fall der Primzahlen tiberhaupt gegebene Beweisanordnung (erfolgreiche 
Durchfiihrung des Riemannschen Ansatzes). 


g 89, 


Der Beweis der gleichmifigen Konvergenz in dem von Prim- 
zahlen freien Intervall ist neu. 
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§ 90. 
Vgl. das zu § 77 Gesagte. 


8 Oi, 


Diese Riemannsche Vermutung ist zuerst von Herrn von Man- 
goldt (7) bewiesen worden, alsdann auf dem vorliegenden vereinfach- 


ten Wege von mir (44, 8. 425—431). 


§ 92. 


Landau 44, S. 431—435. Der benutzte algebraische Hilfssatz 
ist zuerst von Tschebyschef bewiesen worden; vgl. 8. 225 bzw. 302 
seiner Abhandlung: Sur les questions de minima qui se 
rattachent a la représentation approximative des fonctions. 
a) Mémoires de |’Académie Impériale des Sciences des St.-Péters- 
bourg, Sciences mathématiques et physiques, Ser. 6, Bd. 7, S. 199 
bis 291; 1859. b) Chuvres, Bd. 1, 8. 271—378; 1899. Der hier an- 
gegebene Beweis ist von Herrn Markoff gefunden und auf 8. 76—1717 
von Herrn D. Seliwanoffs Lehrbuch der Differenzenrechnung 
(Leipzig (Teubner); 1904) publiziert. 


§ 93. 
Landau 42, 8. 53—58. 


§ 94. 


Die Tatsache ist fiir 7 =} zuerst von Herrn von Koch (6) be- 


wiesen. Der Beweis des Textes ist neu. 


8§ 95—101. 
Das ist die klassische Dirichletsche Theorie der Charaktere; 
vgl. z. B. Dirichlet 17d, S. 331—347. 


§§ 102—105. 


Dieser Teil des Beweises des Satzes yon der arithmetischen Pro- 
gression ist nicht wesentlith von Dirichlets (2a, S. 64—70; 2b, 
S. 336—341; 4, 8. 414—421) Gange verschieden. Es ist wohl fir 


f 
4% 


ms .. (8) 
den Anfinger bequemer, mit L.@ statt mit log Z,(s) zu operieren. 
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§ 106. 


Hier weiche ich wesentlich von Dirichlet ab und folge bei der 
ersten Beweisanordnung meiner Arbeit 23, S. 315—319, bei der 
zweiten der Moptonssaheh Arbeit 6, S. 181—184, une meiner Ar- 
beit 34, S. 300—302. 


- 


§ 107. 
Dirichlet 2a, S. 66—67; 2b, S. 338—339; 4, S. 417. 


8 108. 


Diese Beweisanordnung ist fiir 7 = 1 von Herrn Wendt (1), fir 
¢=k—1 von Herrn Bauer (4; 5). Daf man den Fall / = 1 elementar 
erledigen kann, war schon vordem vielen bekannt; vel. Serret (1, 
S. 188—189; ein nicht trivialer SchluB wird hier dem Leser tiberlassen), 
Genocchi (2, 8. 263; 3, S. 925—926; 4, S. 413), Lefébure (I, 
8. 294; 3, S. 122), Bang (1, 8. 133) und Zsigmondy (1, 8. 283). 
Da8B 7 =1 elementar erledigt werden kann, ist tibrigens vom Stand- 
punkte des Kreisteilungskérpers der kten Hinheitswurzeln aus- ganz 
evident. Auch fiir =k —1 war ein elementarer Beweis schon von 


Genocchi (2, S. 264—267; 3, S. 926; 4, S. 413) gefiihrt. 


§§ 109—110. 
Mertens 2, 8. 58—62. 


eetit 112) 


Das sind unmittelbare Folgerungen aus den allgemeinen Sitzen 
tiber reelle Dirichletsche Reihen in ihrer Anwendung auf die 
Dirichletsche Identitét. Sie bezeichnen ungefahr die duBersten 
Grenzen, welche mit Dirichletschen Mitteln hatten erreicht werden 
konnen. 


ite: 


de Polignac 11 (wo die gefundenen Schranken weniger scharf 
sind, aber liminf>0O zuerst bewiesen ist); Herr Stanewitsch (3) 
hat die de Polignacsche Methode wiedergefunden und mit dem vor- 
liegenden Ergebnis ;}a dargestellt. Fir beliebiges & war der Nach- _ 
weis von liminf > 0 nicht friiher gefiihrt worden als implizite durch 


é F ices . 
den Beweis von lim = 7, im neuerer Zeit. 
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8 114. 


Die L,(s) sind zuerst von den Herren Hadamard (4) und de la 
Vallée Poussin (1; 2) als analytische Funktionen von s fiir die 
Theorie der arithmetischen Progression verwertet worden. 


8 115. 


Der Satz wurde zuerst yon den Herren Hadamard (4, S. 209) 
und de la Vallée Poussin (2, S. 351—353) bewiesen; den einfacheren 
Beweis des Textes habe ich erst ktirzlich gefunden: 40, S. 1096—1098. 


§ 116. 
Landau 13, 8. 512—517. 


§§ 117—119. 
Landau 40, 8. 1098—1101. 


§ 120. 
Landau 13, S. 532. 


§ 121. 
Landau 138, 8. 533—535. 


§§ 122—123. 
Landau 34, 8. 297—299. 


§ 124. 
Analog wie fiir €(s) in § 67 nach Herrn de la Vallée Poussin. 


DaB 3(s)— — 


Ss 


(1) bekannt. 


eine ganze Funktion ist, war bereits Herrn Kinkelin 





§ 125. 
Lipschitz 7, S. 142—144. 


§ 126 

~~ . 
Der Satz ist fiir den wesentlichsten Fall k = p* von Herrn Kinkelin 
(1, 8. 29) bewiesen, von Lipschitz (7, S. 143) unter Weglassung 
des Beweises ausgesprochen. Allgemein ist er von Herr de la Vallée 


Poussin (2, 8. 320—321, 323325, 327328, 330—332) bewiesen. 


Quellenangaben. 899 








Der vorliegende Beweis riihrt von meinem Freund I. Schur her und 
ist zuerst auf S. 430—431 meiner Arbeit 41 publiziert. 


$$ 127—130. 


De la Vallée Poussin 2, 8, 281—342. Die Funktionalgleichung 
zwischen L(s,y) und L(1—s,7) ist von Herrn Kinkelin (1, S. 19 
bis 32) entdeckt worden; derselbe behandelt iibrigens ausfiihrlich nur 
die Fille k = p* und k= p, p,---p, Lipschitz (7) hat die Kinke- 
linschen Resultate wiedergefunden und fiir beliebige k formuliert. Die 
Satze des § 129 sind von Herrn Hadamard (1); vgl. tiber sie das zu 
§ 74 Gesagte. Herr de la Vallée Poussin verwendet, was etwas 
umstindlicher ist, andere Hadamardsche Sitze fiir den vorliegenden 
Zweck. Im iibrigen schlieBe ich mich méglichst genau der eleganten 
Darstellung Herrn de la Vallée Poussins an. 


88 131—132. 


Da8B diese Relationen mit absolut konstanten, d. h. von & un- 
abhangigen a und «@ bestehen, ist hier zum ersten Male bewiesen. 
An einer Stelle meiner Arbeit 44 (S. 440—444) hatte ich nur im 
AnschluB an Herrn de la Vallée Poussins Vorbild des allgemeinen 
Primzahlproblems bewiesen, daB a bei festem & konstant gewiahlt 
werden kann, und alsdann daraus durch meine iibliche komplexe In- 
tegration, daB bei festem & die Zahl a konstant gewahlt werden 
kann. Dies Resultat iiber @ wiirde sich aus dem tiber a auch durch 
Herrn de la Vallée Poussins kompliziertere Methode ergeben. Jenes 
Resultat tiber a hat er tibrigens auch nie ausgefiihrt. Doch entnehme 
ich einer brieflichen Mitteilung von Herrn de la Vallée Poussin, 
daB er genau die Formel 


IT (2) = + Li(2) + O(¢ e- Vice) . 


allerdings mit von k abhingigem «, in dem SchluBabsatz (8. 6) der 
Einleitung seiner Arbeit 9 gemeint hat, den er niemals in einer spi- 
teren Publikation erlautert hat: ,ia méthode que nous allons suivre 
sétend d’elle-méme aux nombres premiers de la progression arith- 
métique. Nous y reviendrons plus tard.“ 


§§ 133—138. 
Landau 41. Vgl. das zu §§ 82—88 Gesagte. 
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gg 1389—140. 
Landau 44, S. 485—440. 


8 141. 


Klassische Siitze aus der elementaren Zahlentheorie; vgl. ein be- 
liebiges Lehrbuch derselben. 


§ 142. 


Historische Bemerkungen iiber diese Fragen der elementaren 
Zahlentheorie siche bei Herrn Bachmann (2, S. 2—3). 


2 445, 
Vel. das zu § 141 Gesagte. 


8 144. 


Zwar war die Zerlegbarkeit der Zahlen + 47(8m + 7) in drei 
Quadrate schon durch elementare Methoden vor Dirichlet von GauB 
bewiesen (Literaturangaben und Hinzelheiten siehe bei Herrn Bach- 
mann 2, 8. 133—146); aber die vorliegende, von Dirichlet (13; 16) 
stammende Einftihrung des Satzes von der arithmetischen Progression 
fiihrt wesentlich schneller zum Ziele. Ubrigens brauche ich jenen Satz 
iiber Zerlegbarkeit in drei Quadrate fiir das sechsunddreibigste Kapitel, 
hiitte ihn also im Interesse der meisten Leser ohnedies entwickeln 
mtissen, selbst wenn er nicht allein schon eine Anwendung der Prim- 
zahltheorie dargestellt hitte. 


§§ 145—146. 


Literaturangaben tiber die Waringsche Vermutung ,Jede posi- 
tive ganze Zahl la8t sich als Summe einer festen, nur yon m ab- 
hingigen Anzahl von nicht negativen mten Potenzen darstellen“ vgl. 
in meiner Arbeit 37, in der ich zuerst das Ergebnis dieses Kapitels 
bewiesen habe, und in einer dort zitierten Abhandlung von Herrn 
Maillet. Seitdem ist es Herm Hilbert gelungen, durch Beweis der 
Waringschen Vermutung ein seit mehr als einem Jahrhundert er- 
strebtes Ziel zu erreichen: Beweis fiir die Darstellbarkeit der 
ganzen Zahlen durch eine feste Anzahl n*** Potenzen (Wa- 
ringsches Problem). a) Nachrichten der Kéniglichen Gesellschaft 
der Wissenschaften zu Gottingen, mathematisch-physikalische Klasse, 
Jahrgang 1909, S. 17—36. b) Mathematische Annalen, Bd. 67, 8. 281 
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bis 300; 1909. Ferner erschien inzwischen von Herrn A. Wieferich 
(dem in Bezug auf das Waringsche Problem viel zu verdanken ist) 
noch die Arbeit: Zur Darstellung der Zahlen als Summen von 
5m und 72 Potenzen positiver ganzer Zahlen, Mathema- 
tische Annalen, Bd. 67, 8. 61—75; 1909. 


a 


§ 147. 


Markoff 1 und 2 nach hinterlassenen Papieren von Tscheby- 
schef. 


§ 148. 
Stormer l. 


§ 149. 
Iwanoff 1; 3, 8. 109—120. 


. § 150. 
In dieser Einleitung zum dritten Buch sind alle erforderlichen 
Zitate angegeben. 
§ 151. 


_ Der erste Satz ist das Fundament bei Mébius (1). Der zweite 
Satz steht mit unstrenger Begriindung bei Meissel (1a, S. 3—6; 1h, 
S. 301—303); er steht bewiesen bei Bugaieff (2, 8. 179). 


§ 152. 


Der erste Satz steht gleichzeitig zuerst 1857 bei Herrn Dedekind 
(1, S. 21) und Liouville (1, §.111), die asymptotische Folgerung tiber 
@(x) bei Herrn Mertens (1, 8. 290—291). Der zweite Satz steht in 
veranderter Bezeichnung bei Mobius (La, 8. 107; 1b, 8. 593594), die 
asymptotische Folgerung tiber Q(x) bei Gegenbauer (6, 8. 47). 


§ 153. 
Erster Satz: Gram 1, 8. 197—198; weiteres: Landau 6, 8S. 573 
Bis 574. 
§ 154. 


Unmittelbare Folgerungen aus friiher erwihnten Sitzen. 


§ 155. 
Landau 25, S. 608—611. 


Landau, Verteilung der Primzahlen. II. 58 
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§ 156. 
Landau 1, S. 6—15. 
Sebi: 
Landau 14, S. 541—548, mit den auf Grund von § 65 még- 
lichen Verscharfungen. 
§ 158. 
Landau 14, S. 549—551, mit den Verscharfungen. 


§ 159. 
Landau 25, S. 602—605. 


§ 160. 


Landau 25, S. 597—602 (direkt ohne den allgemeinen @renz- 
wertsatz); 39. 


§ 161. 
Unmittelbare Interpretation des Ergebnisses tiber (2). 


§ 162. 
Landau 25, 8. 611—613. 


§ 163. 
Landau 34, S. 214—216 und 251. 


§ 164. 
Landau 34, 8. 251—252. 
§ 165. 
Landau 34, S. 217. 
§§ 166—167. 
Wie schon in § 150 gesagt, ist — wenn es auch nicht immer 
von den Autoren erwahnt zu werden brauchte — jeder Satz tiber 


1(m) gleichzeitig mit dem entsprechenden tiber u(x) als bewiesen an- 
zasehen gewesen; die vermittelnden Identititen sind ja unmittelbar 
aus den entsprechenden Dirichletschen Reihen ablesbar. 
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§ 168. 
In dieser Einleitung zum vierten Buch sind alle erforderlichen 
Zitate angegeben. 
§§ 169—175, 
Landau 18; 19. In den vorliegenden Paragraphen ist die Rest- 
abschitzung genauer, nimlich eVlogz (mit absolut konstantem «) 


statt des damaligen Vlog (wo y von k abhing) im Exponenten. 


§ 176. 

In dieser Hinleitting zum fiinften Buch sind alle erforderlichen 

Zitate angegeben. 
: 8§ 177—183. | 

Landau 43. Der bei der Konstantenbestimmung in § 181 benutzte 
Hilfssatz ist von Berger (4, 8. 20—21). Bei der direkten Erledigung 
des besonders einfachen Falles 7 = 2 am Ende des § 181 benutzte ich 
Betrachtungen von Herrn Mertens (1, 8. 291—294). 


$8 184—191. 


Landau 33, S. 81—107. Der Satz des § 185 ist von Stieltjes 
(3, S. 214). 


§§ 192—195. 
Landau 33, 8S. 145—153. 

§§ 196—199. 
Landau 21, S. 5386—544. 

- § 200. 

Neu. 

§§ 201—204. 
Die Satze sind, abgesehen von der bei mir schirferen — halb 

so grofen — Konstanten c beim dritten und vierten, zuerst von 


Herrn Schmidt (1) bewiesen; die vorliegenden, wesentlich einfacheren 
Beweise sind von mir. Ich fiihre hier ausfiihrlicher aus, was ich 
in 21, S. 544—546, fiir den Kenner der Schmidtschen Arbeit viel 
kiirzer skizzieren konnte. 


§ 205. 
In dieser Hinleitung zum sechsten Buch sind alle erforderlichen 


Zitate angegeben. 
58* 
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§ 206. 
Jensen 1, 70—71. . 
§ 207. 
Cahen 3, 8. 89—91. Die eine Hilfte des Satzes 5 war schon 
yon Herrn Jensen (3, S. 835) bewiesen worden. 


§ 208. 
Cahen 3, S. 82—84 und 93. 


. § 209. 
Satz 10: Dedekind bei Dirichlet 17a, 5.410—414. Satz 11: 
Cahen 8, S. 86—87. Satz 12: Perron 1, 8. 106—109. Satz 13: 


Fast trivial. 
§ 210. 
Dirichlet 1%a, 8. 243—244 und 414. 


ean beter 
Siitze 16 und 17: Perron 1, S. 106—113. Satz 18: Neu. 


88 212213. 


Landau 38, 8S. 81—88 und 133—134. Der statt Satz 19 bewiesene 
allgemeinere Reihensatz iiber die Summen S ist von Stieltjes (3, 


S.-210—213). 
gs 214216. 


Spezialfall 2, =logn: Landau 33, 5. 111—117; drei dieser sechs 
Satze 20—25 (namlich die Sitze 21—23) waren fiir 1, = log schon 
von Stieltjes (2, 8. 369; 3, S. 215) ohne Mitteilung seines Beweises 
ausgesprochen worden. Allgemeiner Fall: Neu. 


8 217. 


Satze 26 und 27: Ausfiihrung einer brieflichen Mitteilung des 
Herrn Phragmén vom August 1907, welche mein Desideratum auf 
8. 133, Z. 9 v. u—S. 134, Z. 1 v. o. der Arbeit 33 erfiillte; ich hatte 
dort auf S. 132—133 nur funktionentheoretisch den Satz 27 im Spe- 
zialfall 1,—logn bewiesen. Inzwischen haben die Herren Riesz (2, 
5. 20) und Bohr (2, 8. 255) unabhingig beide Sitze gefunden und 


publiziert. Satz 28: Neu; im Spezialfall 2, —logn: Landau 38, 
8. 136. 


Quellenangaben. 905 








§ 218. 


Stieltjes bewies in der zu § 77 genannten Arbeit noch viel ge- 
nauere Abschiitzungen tiber die Gammafunktion. 


§ 219. 
Landau 34, 8. 264265. 
§ 220. 
Landau 34, 8. 265—266. 
§§ 221—222. 
Hadamard 6, 8. 60—63. 
§§ 223—226. 


Ich habe (34, S. 269—291) zuerst die Giiltigkeit der Hadamard- 
schen Mittelwertsformel iiber das absolute Konyergenzgebiet hinaus 
bewiesen; die vorliegenden Siitze, von Satz 35 an, rithren jedoch von 
Herrn Schnee her und erweitern den durch mich festgestellten Be- 
reich. Um die sukzessiven Schritte an einem typischen Beispiel deut- 
lich zu machen, so ist im Falle b, = O(1) die Giiltigkeit der Formel 


@ co 00 
<a oaks > by |B a, S1| Bq 1? 
lim af yp ttt | dt= a = 
—-w a — 


@ = 00 
n=1 








durch Herrn Hadamard fiir 6 > 1 bewiesen, alsdann durch mich fiir 


p> cal und jetzt durch Herrn Schnee fiir B te also in dem 


groBtméglichen Gebiet, in welchem die Konvergenz der Reihe rechts 
gesichert ist. Die Sitze und Beweismethoden von Herrn Schnee 
entnehme ich dem mir freundlichst von ihm zur Verfiigung gestellten 
Manuskript seiner demnichst erscheinenden Abhandlung: Uber Mittel- 
wertsformeln in der Theorie der Dirichlet’schen Reihen. 
Ubrigens wird dort, desgl. von mir a. a. O., die Untersuchung nur fiir 
den Spezialtypus 4, = logn durchgefiihrt. 





SPH 
Landau 34, 8. 294—297. 


§ 228. 


Die Mittelwertsformeln fiir €(s) und £€°)(s) sind zuerst von mir 
(34, S. 292—294) in Teilen des Divergenzbereiches bewiesen worden; 


906 Quellenangaben. 








dies Gebiet wurde von Herrn Schnee in seinem zu §§$ 223—226 ge- 
nannten Manuskript im Sinne des Textes erweitert. Die benutzte 
Abschitzung der Zetafunktion verdankt man Herrn Mellin (2, 8. 47 
bis 49). 
§§ 229—230. 

Diese Siitze 43—45 stehen implizite bei Herrn Perron (1, 5. 96 

bis 98). 
§ 231. 

In einem bestimmten Fall (f(s) = log &(s)), der aber der Allge- 
meinheit nichts nachgibt, hatte Riemann (la, 8S. 675—676; Ih, 5S. 
140; le, S. 149; 2a, S. 12—13; 2b, 8. 170—171) den Satz 46 aus 


der sogenannten Fourierschen Integralformel 


Flim (g@ +h) + g@—h) = dufg(B) cos u(B — x)dB 


geschlossen. Das war kein Beweis; denn fiir die Giiltigkeit der 
Fourierschen Formel waren noch keine hinreichenden Bedingungen 
festgestellt worden. Riemanns Begriindung wurde erst 1883 dadurch 
streng, daB Herr 0. Jordan (Cours dAnalyse, 1. Aufl, Bd. 2, 
S. 224-226) solche hinreichenden Bedingungen aufstellte, welche den 
Riemannschen Fall umfassen. Hin direkter Beweis des Satzes 46 ist 
dann von Herrn Phragmén (2, 8. 741—744) angegeben worden. 


§ 232. 
Hadamard 9, 8. 328—329. 


§ 233. 


Perron 1, 114—125. Fiir meine, durch das Vorangehende vor- 
gebildeten Leser konnte ich den Perronschen Beweis des Haupt- 
resultates (Satz 48) sehr zusammenziehen. 


§ 234. 


Das erstgenannte Beispiel zum Beweise des Satzes ist von mir 
(nach einer brieflichen Mitteilung publiziert bei Herrn Perron 1, 
S. 129), das zweitgenannte von Herrn Perron (1, 8S. 125—129). 


§ 235. 


Die Fragestellung ist zuerst von mir mit Erfolg bearbeitet, und 
es hat zuerst ein Satz von mir in 34, 8. 252—253, in dieser Rich- 
tung einiges beantwortet. 
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§ 236. 
Schnee 2. 


8 237. 


Erster Hilfssatz: Phragmén und Lindeléf, Sur une extension 
d’un principe classique de Analyse et sur quelques pro- 
priétés des fonctions monogeénes dans le voisinage d’un point 
singulier, Acta Mathematica, Bd. 31 (8S. 381—406), S. 382; 1908. 
Zweiter Hilfssatz: Lindeléf 5, 8S. 346—348. 


§ 238. 


Satz 54 im Falle 0<k <1: Schnee 2; im Falle & >1: Lan- 
dau 46, S. 124—130 und 149—150. Satz 55: Landau 46, 8S. 130 
bis 132 und 150. Satz 56: Miindliche Mitteilung von Herrn Bohr. 
Satz 57: Unmittelbare Folgerung aus den Siitzen 54 und 55. 


§ 239. 

Neu; die nach dem Beweise des Satzes 60 angegebene direktere 
Begriindung eines Spezialfalls verdanke ich einer miindlichen Mit- 
teilung von Herrn Bobkr. 

§ 240. 


Einleitender Satz tiber €(s): Lindeléf 5, 8. 346—348. Weiteres: 
Reproduktion einer friiheren Untersuchung von mir (84, 8. 262—264) 
unter Benutzung des inzwischen entdeckten Satzes 54 und jener 
Lindeléfschen Abschitzung. 


8§ 241—242. 
Neu. 


§ 243. 
Landau 21, 8. 536—537. 


§ 244. 


Hadamard 4, S. 202; die vorliegende Beweisanordnung schlieBt 
sich an Herrn Mertens (9) an. 
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